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Los problenins de Mecánica general forman un conjunto de ejer 
A que todo principiante ha de estar en condiciones de 
lia asimilado bien las enseñanzas recibidas en elas: 
ones de los ejercicios se encuentran totalmente de 
arrolladas y constituyen la hase principal de la materia, de 
modo que, más que una serie de ejer los sueltos, deben 
considerarse como un conjunto de aplicacion 
ciones y teorías elásicas. Ys esta obra de gran valor para todos 
los alunmos que se dedican al estudio de la Mecánica en nues 
tras Universidades y Escuelas espec 
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extición alemana, corregida y 

niero THRODOR POSCHI, XVE365 págs., con 601 figuras en 
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Prólogo del autor 


Ex preparación de la edición presente del segundo Lomo 
bizo de nuevo necesarias múltiples modificaciones y amp! 
ciones que he procurado introducir sin alterar el carácter de esta 
obra meritísima. 

He suprimido algunos problemas de escaso interés y en su 
lugar he incluído otros que me parece tienen mayor importancia 
paru la enseñanza técnica. 

Una cuestión importante es la de las notaciones empleadas 
en el libro, principalmente las que sirven para designar las di- 
versas cargas de rotura o de trabajo admisible, Como aun no 
se ha llegado a un acuerdo entre los ingenieros mecánicos y los 
constructores — las negociaciones sobre el particular no han 
terminado aún —, y el libro está destinado a todas las especia- 
lidades, he utilizado las notaciones más corrientes en la cons- 
trucción de máquinas, con muy pocas modificaciones, 

En una tabla especial he reunido las notaciones usadas en 
las ediciones anteriores de este libro, las de las normas DIN 1350, 
que, en general — aunque no del todo —, coinciden con las cm- 
pleadas por tos ingenieros constructores, y que presentan algunos 
inconvenientes, y las que se usan en la presente edición, 

Una dificultad esencial presenta la circunstancia de que en 
muchas cuestiones fundamentales —- principalmente las rela- 
tivas a propiedades elásticas de los materiales — la investiga» 
ción ha progresado más de lo que hacen suponer los d 
eonsignados en el libro; sin embargo, en muchos casos los 
sultados obtenidos no han er do en procedimientos 
adecuados de cálculo, y un libro de ejercicios como el presente 
debe atenerse a los métodos ya sancionados por la práctica 
y debe ser parco en acoger las últimas novedades sobre la ma- 
teria, He puesto gran cuidado en salvar estas deficiencias hasta 
donde he creido discreto y posible. 


ve Prólogo del autor 


Con las modificaciones introducidas creo que la obra de mi 
inalogrado profesor queda modernizada por completo, y consi- 
deraré recompensado mi trabajo si el libro sigue ocupando el 
puesto preferente que ha tenido hasta ahora en la enseñan: 
de esta importante rama de la Mecánica técnica. 

Me han prestado su valiosa ayuda en la preparación de este 
libro mi amigo y colega Prof. Dr. K. Kórner, de Praga, y mi 
ayudante Dr, K, Klotter, a los que aquí expreso mi más sincero 
agradecimiento, 


Karlsruhe, 
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Notaciones empleadas en este libro 


iones en los apoyos 

tura con compre- 

si ¡rica 

E = Coeficiente de elasticidad a 
tracción y compresión (mó- 
dulo de elnsticidad). 

L, = Módulo de elaslicidad del 


migón trabajando a com- 
presión, 
Módulo de elasticidad en el 
hormigón trabajando a trac- 
ción. 
rea de una sección trans- 
versal. 
Area reducida (en la resisten- 
cia al esfuerzo cortanle). 
(G = Módnlo de elasticidad Langen- 
í cial o trausversal 


Motwuento de inercia. 
Momento de inercia de una 
superficie respecto al eje. 
Momento centrifugo respecto 
a los ejes x e y. 
Jiu = Jmsx Ja = Juua = Momentos 
de” inercia principales. 
= Fuerza auxiliar, 
Momento flector u de flexión. 
» My Mo= Momentos en los apo- 
yos d, B, 
Mómento torsúr e de Lorsión. 
Vibra uculra o de lensiones 


11 = Vuerza horizontal, empuje. 


neutra). 
Poo aislada 
Pp = lad de carga o carga) 


admisible, 


Pe = Carga de rotura por pandeo. 

Y. = Carga repartida. 

Q = Esfuerzo cortante (fuerza tan- 
gencial). 

AR = Carga paralela al eje. 

S  = Momento estático de una si 
perficio (en la resistencia ¿1 
esfuerzo curlante). 

S <=(Centro de gravedad, 


total de una barra o 


A ; 
elasticidad del hor- 


T = Periodo de una oscilación o 
ibración. 

YT = Fuerza de inercia. 
y 
y 


= Volumen; fuerza vertical. 
= Momento resistente. 
A ='Trabajo elástico o de defor- 


ética (fuerza viva). 
istancias de una fuerza A 
los apoy' 
a, by c=Con 

ala 


es de la resistencia 


tiga. 
4, b, e=Cosenos directores de una 
recta. 
ul = Atmósfera (nueva), es decir, 
1 kg. cm.* 
b  = Base de un rectángulo; ancho. 
b, de Semiejes de una elipse. 
edo g. 


Centro de gravedad. 

Diámetros incerior y exterior 
de un árbol hueco. 

1 cúbica, 

de la fibra neutra 

a las extremas. 

f  = Flecha: desplazamiento de 

una Carga. 

If = Cueficiente de rozamiento. 

y  = Aceleración de la gravedad, 

h 


9,81 msi. 
= Altura de un 
triángulo. ete. 
¿  = Rudio de giro o de inercia de 
una superficie, 
kg = Kilogramo. 
1” = Luz de una viga ; longitud. 


rectángulo, 


l, = Longitud reducida (en el pan- 
alco). 
m = Coeficiente de Poisson (rela» 


ón de las dilataciones lon- 
gitudinal y transversal). 


m. de t. = Momento de inercia. 
Pais (en la resistencia a la 

bl Bmes fatig: 

n  = Faclor dinámico) en la resis. 

la al choque). 
n= Frecuencia en el moyimiento 
vibratorio. 
1 = distancia del e. d. g. a la fibra 


neutra. 


x xi 


p  = Excentricidad de una fuerza 
P normal a una sección. 
Tensión resultante respecto a 

un plano. 
Pu Pas pa == Tensiones Lotales de tres 
"planos norniales entre sí. 
4 = 
tida por unidad de longitud. 
Radio de un círculo. 
firazo de una fuerza R 
Tiempo. 
Tonelada. 
Distanci 


dp, 


sazón de «liámetros en m 
anillo circular. 

+= Relación de dilataciones (Lor- 
sión y flexión). 

$  =. Coeficiónte de” sustentación 

(en la resistencia al pandeo). 


y = Peso especifico. 
Y = lpistorsión o deslizamiento 
transversal, 


£ Dilatación. 

% = Constantes en la resisten- 
cia a la torsión de las sec- 
ciones rectangulares. 

= Ángulo de torsión por unidad 
de longitud. 


Carga unifurmemente repar- ; 


aciones empleadas en este Libro 


2  = Aceleración angular 
2 l, dy Brado de cshi 
4 resistencia al pand 
4 = Coeficiente de Tetm: 
el pandeo y en la compre- 
sión_ excéntrica). 
o = Es Era 
Y ju = Coeficiente de Bueh (en la 
flexión de la (andición) 
r ESPos 
o = Radio de curvalura 
o Radio de giro o de inercia en 
1 los sólidos. 
2 = Densidad, densidad lineal 
a = Pensión normal, carga vnita- 
a normal. 
4 = Carga unitaria O tensión nor: 
mal paralela al eje Y 
01) Oy 0 =" ¿nes o cargas prin 
ejpales. 
T = Tensión o carga tuingencial. 
7, = Tensión o un langercial, 
pormal al eje Or, 
$ = Ángnlo total de torsión. 
gulo de giro. 
w =vPIEJ, abreviación. 
w = Velocidad alar, frecuen 
cla elreular. 


7 ET En 
Cueficientes de resistenci. US SAR este 
tihro 
Carga de rotura por tracción Ko Ta ha 
+.» + compresión. oK AA 
2.» +» + flexión a Ke 
2. + + a torsión A Ta Ko 
+ esfuerzo Cort 6 72 he 
+ «+ + flexión lateral (pandeo) .. oa Ke 
Cueficiente uv carga de trabajo admisible po 
trace . Ha > Lea aus ] CA A 
Coeficiente o carga de trabajo adimisible por | 
compresión, A: a (E Sam | Es 
Coeficiente o curga de trabajo admisible por 
Jexión..- 00 ls A A E 
Coeficiente o carga de trabajo admisible por j 
torsión... aus al Es O 
Cocficiente o carga de trabajo admisible por 
esfuerzo cortante... ...- ro E A + 
Coeficiente o carga de trabajo admisible por 
flexión lateral (panden)....-.-- td $8 ds 1 


Xotaciones empleadas en este libro 


xi 


Edi- id En 
Ls 4 s egúl 

Cocficientes de resistencia e | Dix 1030] ste 
siores libro 

Carga Mmite de proporcionalidad o, Op.-p| 0 
v Oe -E =£ 

4 Os.-3 | 0 

[Resistencia a la fatig A -—- A 
, estática (tracción) K: Us We 

. a una carga intermitente. sl E Oy c 

» o» » alternativa u oscila- 
(A sas AA RR amd: 8 Ou v 


Advertencia del Traductor. Con objeto de facilitar la impresión del 
libro y la consulta de otras obras alemanas, he conservado las hotaciones 
y subíndices del original. Para que el lector no necesite consultar las tablas 
a cada momento, es conveniente aprender el siguiente pequeño vocabulario: 


2, ¡nicial de zug= tracción; d, druck = compresión ; 5, biegun, 
= flexión; s, schub = cortadura, empuje; a, arbeil = trabajo; k, krajt 


= luerza; k, knickung = pandeo: O. spannung = tensión; e, eisen = hierro; 
b, beton = hormigón ; etc. 
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Problemas 


I. Tensiones y deformaciones 


1. El estado elástico lineal y plano 


1. Un prisma rectangular de aristas a, b, c está 
sometido a la acción de la fuerza P. Hallar las ten- 
siones normal o y tangencial 7 en el plano diagonal 
señalado con puntos. 

2. En dos planos normales que pasan por un 
punto actúan dos tensiones tangenciales y y 7,, cuyas 
direcciones forman ángulos « y a, con la intersec- 
ción de dichos planos. Determinar la relación que 
debe existir entre t y 7,. 

3. ABCesun fragmento prismático de 
una granada de acero de espesor 4 B= 0, il 
muy pequeño respecto al radio r de la gra- 
nada. La presión de los gases explosivos es 
Pat. (Lat.=1 kg./cm.2). Determinar el va- > 
lor del ángulo a« suponiendo que la frag- C 
mentación se efectúa a lo largo de los planos 
en que la tensión tangencial es máxima. (Teoría de la rotura según 
la máxima carga tangencial.) 

(L. Gúmbel, ZVDI, tomo 60; pág. 1025; 1916.) 

4. Dos planos normales entre sí 1€ y BC Y] 
están sometidos a la sola acción de las cargas tan- 
genciales 7. Determinar el ángulo « de la cara 
AR del prisma A BC de modo que sobre ella actúe 
tan sólo una carga normal, y hallar su valor, 

Un prisma recto e sección es un trián- 4 
gulo rectángulo de catetos iguales a, y cuya lon- z 


Al E 


1 Werrasuavrr : Problemas de Mecánica, Ml. 


2 Tensiones y deforma 


jones 


gitud es b, está en equilibrio bajo la acción 
” » de tres fuerzas que se suponen repartidas 
uniformemente en las superficies respecti- 
vas, y de las cuales se conoce la fuerza P 
que actúa sobre la cara inclinada del prisma, 
4 Hallar las tensiones normal, o y tangencial 
r en un plano cualquiera AD definido por 
su inclinación q. 

6. En el extremo de un voladizo actúa una carga 
tangencial uniforme 7,. Hallar la tensión p resultante 
en un plano cualquiera definido por el ángulo «a y su 
inclinación respecto a AB. 

7. Un prisma de longi- 
tud a, cuya sección es el pa- 
ralelogramo representado en 
la figura, está sometido a la acción 
de fuerzas P y Q iguales y opuestas 
dos a dos. Hallar las tensiones normal 
o y tangencial + en el plano diago- 
nal AB. 

8. Un prisma cuya sección es el 
triángulo ABC rectángulo en B y con 
a=30" está sometido a la acción de 
una carga de tracción o, = 80 at. y 
a una carga tangencial 1, =60 at., ac- 
tuando ambas sobre la cara AB. Deter- 
minar la tensión p que actúa sobre la 
cara AC y el ángulo y de inclinación 


9. Sobre un pequeño prisma de sección 
F=1cm2 actúan, tal como indica la figura, 
una fuerza de compresión P, y un esfuerzo 
cortante Pa, siendo P, = P, = 100 kg. Deter- 
minar las tensiones principales y los ángulos 
que forman con el eje z para el plano F, supo- 
niendo que las cargas se reparten de un modo: 
uniforme. 

10. En dos planos que pasan por un punto y forman entre 
sí el ángulo « actúan las cargas de tracción o y 0, y las cargas 
tangenciales 7 y t,. Siendo 9 = Y -==37,, determinar la rela- 
ción 0,: 0. 
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11. En dos planos que pasan por un punto y forman entre 
si el ángulo « actúan las cargas tangenciales 7 y 7'. Demostrar 
que la diferencia de las cargas normales g—o” es igual a 
(1+ 7) tg a. 

32. Se dan las tensiones principales 9, y 02 
en un punto M. Hallar el ángulo a de posición 
de plano cuya tensión p tiene una inclinación d 
mínima respecto al mismo, así como los va- 
lores de p y Ómio. 

13. Se dan las tensiones principales o, y 03 
en un punto M. Para un plano cualquiera que pasa por M se 
halla la tensión normal y y se lleva en magnitud sobre la per- 
pendicular de modo que MN = 0. Hallar el lugar geométrico 
de los puntos extremos N en coordenadas polares. 

14. En las caras de un prisma cuya sección 
es un triángulo equilátero actúan las cargas tan- 
genciales T,, T¿ Y Ty Cuyos sentidos son los indi- 
cados en la figura. Demostrar que, para que haya 
equilibrio, debe verificarse t, + T¿ + T3 =0. 

15. Sean 0, = OA y 0, = OB las tensiones 
principales en un punto M. Llevémoslas sobre 
el eje x= de un sistema coordenado rectangular a partir del 
origen O, El punto M se representa de modo que las direc- 
ciones de las tensiones prin- 
cipales ay, a, pasen por los 
puntos A y B. Tracemos 
ahora sobre AB como diá- 
metro una circunferencia. De- 
mostrar que tomando un pun- 
to N cualquiera de la circun- 
ferencia, MN es la normal a un 
plano elástico cuyas tensio- 
nes son precisamente las coor- 
denadas a y y del punto N. 

(O. Mohr, ZVDI tomo 44, págs. 1524, 1572; 1900.) 

16. Dibujar el circulo de tensiones según el problema an- 
terior para los siguientes casos: a) tracción sencilla; b) com- 
presión sencilla ; c) esfuerzo cortante puro Tp. 


Se, 


4 Tensiones y deformaciones 


2. El estado elástico triple 


17. Sean p, y P, las tensiones correspondientes a dos planos 
elásticos que pasan por el punto M ; ñi, y fig, las normales a esos 
planos. Demostrar que son iguales las proyecciones de P, sobre ñiz 
y la de Pp, sobre R,. 

18. Sean p,, Pz» Palas tensiones en un punto correspondientes 
a tres planos normales entre sí. Demostrar que la suma Pp? + P¿ 
+ Pj no varía para tres planos normales cualesquiera que pasen 
por el mismo punto. 

19. Las tensiones normales de tres planos perpendiculares 
entre sí y que pasan por un punto son 9,, 9,, 0, Demostrar que 
su suma no cambia para otros tres planos 
perpendiculares cualesquiera que pasen por 
el punto. 

20. Las tensiones normales 0,, 0, 04 
corresponden a las caras de un paralele- 
8, pípedo recto de aristas 1, m, n. Hallar las 

tensiones normal a y tangencial 7 del plano 
£ diagonal ABCD. 

21. Por un punto M de un sólido elás- 
tico pasan tres planos normales entre sí 11, 
yz, zx. El plano xy experimenta el efecto 
de una tensión normal o, =200 at. en la dirección de —2; en 
los otros dos planos actúan solamente tensiones tangenciales di- 
rigidas según + z: la del plano yz vale 7, =150 at,, la del zz 
vale 7, =80 at. Hallar la tensión tangencial 7 del plano xy y 
el ángulo que forma con zx. Calcular las tensiones principales 
del punto M y el ángulo que forman con el eje z. Averiguar la 
forma y posición de la superficie de tensiones. 

22," Se dan las tres tensiones principales 0,, 07, 0, de un 
punto M y un plano que pasa por este punto. Sobre la normal 
a este plano se lleva a partir del punto M el segmento MN 
=1/Y-to, siendo o la tensión normal del plano. Variando 
dicho plano, hallar el lugar geométrico de los puntos N. 

23. Se dan las tensiones principales de un punto y 
un plano que pasa por él. Hallar la tensión tangencial del 
plano. 

24. De las tres tensiones principales de un punto M, la 
menor o, es una tracción, las otras dos a, y 0, son compresiones 
Se traza con centro M una esfera de radio o, ; sea n la normal 


A 
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a un elemento superficial en M; N 
la intersección de esta normal con 
la superficie esférica ; PN=p la 
tensión correspondiente al elemen- 
to superficial elegido. Hallar el 
lugar geométrico de los puntos P 
para todas las normales n que for- 
man el mismo ángulo y con 0. 

(O. Mohr, Zivilingenieur, tomo 
28, pág. 113, 1882.) 

25. Sobre el eje x de un sis- 
tema rectangular y a partir del 
origen_Q se llevan las tensiones principales a, = 04, 0, =0B, 
0, = OC de un punto M. Para hallar la tensión total P corres- 
pondiente a un plano cualquiera que pasa por el punto M puede 
hacerse la siguiente construcción : Sean a, f, y los ángulos que 
la normal al plano 
forma con las direc- 
ciones de las tensio- 
nes; se trazan las 
Tectas AE y CF, que 
forman Jos ángulos 
a y y con la dirección 
del eje, y se hallan 
los puntos de inter- 
sección E y F de 
estas rectas con el semicírculo de diámetro AC. A continuación 
se trazan los arcos FR y ER concéntricos con los semicírcu- 
los de diámetros AB y BC. La distancia del origen O al punto 
de intersección R de dichos arcos da el valor de la tensión p, y 
las coordenadas OP, PR del punto R representan, respecti- 
vamente, la tensión normal y y la tangencial r del plano conside- 
rado Demostrar estas propiedades. 

(O. Mohr, ZVDI, tomo 44, pág. 1524; 1900.) 

26. Sean 0, =0¿=—0,=k (constante) las tensiones 
vrincipales en un punto. Hallar la superficie de tensiones y el 
lugar geométrico de los planos que tengan solamente tensiones 
tangenciales y determinar el valor de éstas. 

27. La siguiente construcción da idea de la distribución de 
las tensiones tangenciales en un punto ; se traza en M una nor- 
mal a cada plano que pase por él y se lleva sobre ella el seg- 
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mento MN=e=1/V7 a ambos lados, siendo r la tensión 
tangencial correspondiente a ese plano. Los puntos N forman 
una superficie. Hallar su ecuación, sus intersecciones con los 
planos principales y dibujar un octante de la misma. 

28. Determinar el punto de la superficie de tensiones tan- 
genciales (probl. anterior) que está más próximo al M, y la 
significación de esta mínima distancia y del plano normal a ella 
que pasa por M. 

29. Se dan las tensiones principales 0, > 0, > 07 de un 
punto M. Demostrar que la recta y que pasa por M, y cuyos 
ángulos con las tensiones tienen por cosenos 


Va=s * V 


tiene la propiedad de ser la dirección de la tensión tangencial 
para cualquier plano que pase por ella. 


La 
— 


3. Dilataciones y distorsiones (*) 


30. Una barra prismática de longitud ¿=4 m. tiene una dila- 
tación e = 0,001. Calcular su longitud l, después de la deformación. 
31. Una barra prismática de longitud | = 2,348 tiene, des- 
pués de dilatarse, la longitud 1, = 2,353. Calcular su dilatación. 
32. Una barra prismática tiene antes de la deformación la 
longitud 1 = 0,536, y después, l, = 0,535. Caleular su dilatación. 
Y] D 33. Una placa de altura A 13 = 20 cm. se de- 
¿rl forma de modo que considerando AC como fijo, 
S S S BDtiene un deslizamiento horizontal de 0,1 mm. 
ASES, Hallar la distorsión y del ángulo BAC. 

34. Un bloque regular de aristas 0,4 cm., 0,2 cm. y 0,3 cm. 
se forma de modo que sus longitudes Jlegan a valer 0,4004 cm., 
0,20006 cm. y 0,29985 cm. Hallar su dilatación cúbica. 

Z 7” 35. Un blogue regular cuyas aristas están en 

LEA) Ya relación l:mon= 1:1:2 se deforma de modo 
A . E 
H que sus caras siguen siendo normales entre sí y 


Si las dilataciones de las aristas tienen. valores de 
miJx 1/50, 1/80, 1/100. Calcular la dilatación de la 


r e diagonal MN. 


(*) Llamadas, respectivamente, en lenguaje técnico vulgar «alarga- 
mientos y deslizamientos transversales». En lo que sigue usaremos las 
palabras dilatación y distorsión para designar las respectivas deforma- 
ciones referidas a la unidad ; esto es, al alargamiento o giro por unidad de 
Tongitud.— N. del T. 
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36. El cuadrado ABCD es la base de un A 
prisma. La diagonal DB experimenta una dilata- 
ción ey; la AC, una dilatación — e). Calcular la 0 8 
dilatación de la arista AB y la distorsión del 
ángulo ABC. e 


37. Las tres dilataciones principales en un punto de un 
sólido elástico son iguales entre sí. Hallar la distorsión de dos 
planos cualesquiera normales que pasan por el punto. 

38, Las tres dilataciones principales en un punto son 
Ey €9 3. Hallar el lugar geométrico de las rectas que pasan por 
el punto para las cuales la dilatación tiene un valor dado e. 

39. Un paralelepipedo recto rectangular (véase figura del 
problema 35) tiene aristas cuyas longitudes están entre sí como 
l:m:n=2:3:5. El paralelepipedo se deforma sin alterarse 
la longitud de sus aristas, pero los ángulos adquieren los siguientes 
valores : Y BxC=90*0'3", y Cy A=89" 59' 54”, y A7B=89" 
59' 56”. Calcular la dilatación en dirección de la diagonal MN. 

40. Las dilataciones e,, e,, £, en un punto según tres direccio- 
nes normales entre sí, son iguales a sy. Las distorsiones y,.» Y.» Pzy 
de las tres caras son también iguales. Hallar el lugar geométrico de 
todas las rectas que pasan por el punto, cuya dilatación es iguala ey. 

4l. Las dilataciones «,, £,, e, en un punto según tres di- 
recciones normales son iguales entre sí y su valor es e. Las 
distorsiones y, ,, Y,z» Y,, de las tres caras son también iguales y 
su valor es 2 £7. Hallar la dilatación e de una recta cualquiera 
cuyos cosenos directores son a, b, c. Determinar la magnitud y 
dirección de las dilataciones principales £,, £p, Ey. 

42. Loscatetos de un triángulo rectángulo isósceles experimen» 
tan la dilatación e, ; la hipotenusa, la—<). Calcular la dilatación e de 
la altura del triángulo y la distorsión y del ángulo recto del mismo. 

43. Loscatetos a y b y la hipotenusa c de un triángulo rectán- 
gulo experimentan las dilataciones respectivas £,, £,, 23. Hallar la 
distorsión del ángulo recto del triángulo. 

44. Un cilindro hueco de radios 
OA =r, y 0B=r, y altura h cuya su- 
perficie interior está fija, se sujeta con un 
anillo o abrazadera R en cuyas bridas 
actúan dos fuerzas P en sentido contrario. 
Calcular el desplazamiento elástico del 
punto B con respecto al punto fijo A. 

(M. Gribler, ZVDL, tomo 53, pag. 449, 1909.) 


A il 
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4. El cuerpo isótropo 


45. Las aristas de un paralelepipedo recto rectangular 
g tienen las siguientes longitudes: AM=2 cm., 
BM=1,6 cm., CM =2,8 em., y sus caras 
están sometidas a la acción de las siguientes 
fuerzas: la KC a 670 kg. de tracción; la CA 
a 940 kg. de compresión; la AB a 730 kg. 
de compresión. El coeficiente de elasticidad 
es E=2-10% at; el de Poisson, m-==-10/3, Hallar las dilata- 
ciones de las tres aristas, 
46. Un cubo está situado en un espacio donde reina una 


presión de p = 20 at. Su volumen disminuye en =$ Calcular 
la relación m de las dilataciones longitudinal y transversal (o 
sea el coeficiente de Poisson), sabiendo que el coeficiente de elas- 
ticidad E = 2-10% at. 

47. Un cuerpo isótropo está sometido por todas partes a 
la presión uniforme p, y e es la dilatación cúbica correspon-= 
diente. Calcular el módulo de compresión k= p/e suponiendo 
conocidos el coeficiente de elasticidad E y el de Poisson m. 

48. Los puntos de un cuerpo isótropo tienen las tensiones 
principales 0, = 1000 at,, 0, =— 600 at, La dilatación cúbica 
es nula. Calcular la tercera tensión principal 0%. 

49. Un paralelepípedo recto rectangular a, b, c está solici- 
tado por tres fuerzas normales A, B, C paralelas a las aristas. 
Hallar la relación que debe enlazar estas seis cantidades para 
que el volumen del paralelepípedo permanezca invariable, 

50. Una barra prismática de 0,4 m. de longitud y 5 mm, 
de ancho experimenta un alargamiento de 0,5 mm. Los cocli- 
cientes de elasticidad del material son E = 2,2-10* para la trac- 
ción, y G = 0,85-10% para el esfuerzo cortante. Calcular la va- 
riación del ancho b. 

51. Las dilataciones principales en un punto de un sólido 
tienen las siguientes relaciones : e, = £2 — £9/n. 
¿En qué relación estarán las tensiones principales? 

52. Un cubo se encaja en un hueco ade- 
cuado de paredes rígidas y sobre la cara libre se 
hace actuar la presión c,. Calcular las compresio- 
nes que las caras del cubo producen sobre las 
paredes del hueco. 
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53. Un trozo de hierro, de sección cuadrada a?, sometido 
ala compresión de las fuer- 
zas iguales P, está encepa- 
do entre dos piezas atorni- 
lladas, de modo que su 
ancho a permanezca inva- 
riable, Expresar la tensión 
o que se produce en los 
pernos, en función de P, y 
de las dimensiones a, b, d. 

54. Una placa rectan- 
gular de espesor d está 
comprendida entre dos pla- 
nos paralelos rígidos cuya 
distancia es invariable. La 
placa está sometida a las 
fuerzas de tracción P y de 
compresión Q indicadas en la figura. Calcular las presiones D 
que la placa ejerce sobre los planos. 

56. Una barra prismática sometida a la acción de las fuer- 
zas axiales P, y P, adquiere longitudes respectivas l, y ly y seo- 
ciones F, y F,. Determinar con estos datos el coeficiente de elas- 
ticidad del material y la longitud primitiva de la barra. 

56, La sección de un hierro redondo sometido a la acción 
de dos fuerzas axiales P, y P, varía, siendo los valores respec- 
tivos de sus radios, 7, y r,. Determinar con estos datos el coefi- 
ciente de Poisson m y el radio primitivo del hierro. 

(A. Leon, Z$S. d. óst. Ing. u. Arch.-Ver., tomo 16, pág. 473, 
1908.) 


H. Resistencia normal 
5. Cargas de rotura y coeficientes de trabajo admisiblos 


57. Von Tetmajer recomienda calcular la resiste: de una 
barra, sometida a la acción alternativa de dos fuerzas distintas 
Prín Y Pix, empleando la siguiente fórmula : 


carga de fatiga A =a4 + bn 41, 


siendo n = Puta] Pmásx. Determinar las constantes a,b,c de 
un material, siendo conocidas experimentalmente: la carga 
estática de rotura K,, la gradual U y la oscilatoria V (véase for. 
mulario al final). 

$58. Determinar las cargas de fatiga del hierro dulce, acero 
dulce y acero semiduro, haciendo uso de los valores de Ja 
fórmula (17). 

59. Una barra de hierro dulce está sometida a la acción 
alternativa de esfuerzos de tracción de 15t. y 3t., respectiva- 
mente, Su coeficiente de trabajo k; debe ser 2/7 de la carga de 
fatiga. Hallar su valor con los datos de v. Tetmajer (véase pro- 
blema 58). 

60. Una barra de acero dulce está sometida a la acción al- 
ternativa de 20 €. de compresión y 8 t. de tracción. El coeficiente 
de trabajo admisible debe ser 2/7 de la carga de faliga. Deter- 
minar su valor, 

6l. Se tienen dos barras del mismo material: la una está 
sometida a la acción de esfuerzos variables entre O y P; la otra, 
a la de esfuerzos variables entre — P/m y + P/m. Hallar el 
valor de m para que el coeficiente de seguridad sea el mismo en 
ambos casos, : 

62. Tres barras de ensayo del mismo material de hierro y 
6 cm.? de sección se rompen bajo la acción muy repetida de cargas 
que oscilan entre los siguientes valores : 

Barra 1: 17,85 t. de tracción y 8,925 t. de tracción. 

Barra Il: 9,6 t. de tracción y 3,2 t. de compresión. 

Barra MI: 8,85 t. de compresión y 4,425 t, de tracción. 

Determinar el valor de la carga estática de rotura K,. 
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6, Tracción y compresión 


(Véanse también los problemas del primer grnpo del apartado 26.) 


63. Una viga AB está colgada, por sus 
extremos, de dos barras de igual longitud y 
diámetros d, y dz, respectivamente. ¿En qué 
punto deberá cargarse la viga (a: b = ?) para 
que permanezca horizontal? 

64, Un entramado cuadrado formado por 
cinco varillas (véase fig.) está comprimido 
por las fuerzas P. Las varillas tienen el -am-3 
mismo diámetro y son de igual material. Hallar Problema 63 
el acercamiento de los puntos A y B. 

65. Una pieza prismática de peso 
G y longitud [reposa sobre un plano 
horizontal. Calcular el descenso de 
su Cc, d. g 

66. El ensayo de Brinell consiste 
en comprimir, contra el cuerpo cuya 
dureza se busca, una pequeña bola 
de acero, Se ha comprobado que, Problema 64 
para presiones pequeñas, P= Ch, siendo C 
una constante y h la flecha o altura de la 
huella producida (un casquete esférico). Hallar 
la relación entre p y R, siendo p la presión 
media (unitaria) sobre el círculo de diámetro 
AB, y R el radio de curvatura de la huella en 
forma de casquete, A 

(A. Martens y E, Heyn, ZVDI, tomo 52, 
página. 1719; 1908.) E 

67. Un tronco de cono de altura 
h, radios R y r y peso específico y 
está sometido a la acción de la fuerza 
P. Hallar el radio x de la sección 
menos cargada. 

68. Determinar en el problema 
anterior la relación de P con el peso 
total G del tronco de cono, siendo R=2r y la sección menos 
cargada la correspondiente a la mitad de la altura. 

89. Un tronco de cono recto de altura h, y cuyas secciones 
extremas tienen las áreas F, y F,, experimenta la acción de la 
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fuerza P. Determinar el acortamiento del 
tronco, prescindiendo del peso propio. 

70. Una barra prismática de peso G 
apoyada sobre un plano horizontal se cuelga 
de un gancho por su otro extremo. La lon- 
gitud de la barra permanece invariable, 
¿Cómo se reparte el peso entre el gancho 
y la superficie de apoyo? 

71. Una cúpula rebajada 

se apoya en un anillo fijo de 

ALO 4 d diámetro 2R y sección rec- 

tangular, El empuje de la 

a o cúpula por unidad de longi- 

ES Fi le! tua de anillo es Ff. Hallar el 
esfuerzo total de tracción que experimenta el anillo. 

72. Tres articulaciones alineadas A, C, B están unidas por 

dos varillas de igual 

, Z E 4 L longitud y de sec- 

ción F. La fuerza P 

e actúa en la articula- 

ción C. Hallar la relación entre P y el descenso / del punto C. 
73. Un cable, que descargado tiene la longitud 2L y que 

p Á Pesa q kg. por unidad de 


A longitud, se tiende entre los 
z pe E puntos A y B, siendo AB 
Cc = 2L. Determinar la flecha A 


en el punto medio, suponiendo que la línea funicular es una 
parábola. 

74. Una barra que cuelga verticalmente y cuya sección su- 
perior F, es conocida, ha de tener tal forma que su tensión g 
sea constante en cualquier punto. La única fuerza que soporta 
la barra es el peso propio, siendo su peso específico y. Hallar la 
variación de F" en función de la distancia x a F,. Determinar 
la longitud que puede llegar a tener la pieza, su sección inferior 
Fo y su peso. (Problema de la pieza de igual resistencia a la 
tracción.) 


75. Una barra de hierro de 1 cm.? de sección y 4 m. de lon- 
gitud, guiada de modo que no pueda desviarse lateralmente, se 
calienta y dilata en consecuencia 1 mm. de longitud. Calcular 
la fuerza necesaria para coartar o impedir esta dilatación (coefi- 
ciente de elasticidad, E -- 2.10% at.). 
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76. Una barra que cuelga libremente, de 4 cm. de ancho y 
2 cm. de espesor, se enfría desde tf, =20” de temperatura inicial 
hasta 1, =— 10? de temperatura final. La contracción que ex- 
perimenta la barra debe impedirse colgando de ella un peso. 
Calcular este peso, sabiendo que el coeficiente de dilatación del 
hierro es a= 125-107 (para 1*C.). 

77. Un tornillo de acero se atornilla en una 
tuerca de cobre a la temperatura ¿= 15" C. y se ca- 
lienta el conjunto a ¿=215* C. Calcular las tensiones 
que se originan en la sección n-——n, siendo conocidos 
la sección del tornillo F, = 6 cm.?, íd. de la tuerca 
F,=18 cm? y siendo el coeficiente de dilatación 
del hierro a, =125.107*/"C., y el del cobre «sz 


165.107 ?/2C, d sad 
(S. Timoshenko, Festigkeitslehre.) 

78. Se tiende un cable entre dos puntos a la distancia 21, 
a una temperatura de 1, C. Demostrar que la flecha h, que hay 
que dar al cable para que a la temperatura mínima que puede 
establecerse ty = 1, —1, la tensión en el punto más bajo no ex- 
ceda de mn valor ay = k; fijado de antemano viene dada por 

. 
1 > pa E al 5) UN e . 
(H. Wehage, Ziviling, tomo 25, pág. 621, 1879.) 

79. Un tirante de armadura que debe resistir un esfuerzo 
total de tracción de P = 6830 kg. debe tener sección circular. 
Calcular su diámetro d, siendo su coeficiente de trabajo Kk; 

= 1000 at. (Sin tener en cuenta el peso propio.) 

80. Calcular el esfuerzo estático de tracción necesario para 
romper una barra de acero dulec cuya sección es un triángulo 
equilátero de 4 cm. de lado. (Carga de ro- 
tura, K, == 4000 at.) 

La presión total de una viga, de 
30 cm., sobre su apoyo es Á 
. Calcular Ja longitud x= del apoyo, sa- 
biendo que el coeficiente de trabajo por com- 
presión de la fábrica de ladrillo es k¿=5 at. 

82, Una harra de l = 30 m. de longitud y sección circular 
debe soportar en su extremo un peso PP = 800 kg. Calcular su 
diámetro d teniendo en cuenta el peso propio. (Peso específico, 
y -- 77; coeficiente de trabajo por tracción, k, = 700 at.) 

83. La sección de un cable tiene 36 alambres, cada uno de 
$ = 2 mm. de esperor, Determinar el peso Q que puede soportar 
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con seguridad. Averiguar el peso P que provoca la rotura del 
cable. (Coeficiente de trabajo por tracción, k¿=600 at.; carga 
de rotura a la tracción, K, = 5600 at.) 

84. Se llama longitud de rotura a la de una barra prismá- 
tica de un material que colgando libremente se rompe por efecto 
de su propio peso. Hallar esta longitud de rotura en función de 
la carga de rotura a la tracción K, y del peso específico y. Apli- 
cación a 

madera, K, =790 at, y =0,5; 
hierro dulce, K, = 3800 at., y =7,8. 


86. Una columna hueca de fundición, de d=20 cm. de 
diámetro exterior, debe soportar un peso P == 50 t. con un cocfi- 
ciente de seguridad por compresión igual a 10. Calcular el es- 
pesor de la misma. (Carga de rotura por compresión, K¿=.7500 
atmósferas.) 

86. Un sillar de aristas u, b, c, peso específico y y carga de 
rotura por compresión K, se apoya sucesivamente sobre cada una 
de sus caras. Hallar la relación de las cargas totales P,, P., Py 
que puede soportar con igual seguridad cuando sean respectiva- 
mente verticales las aristas a, h y €, 

87. Un muro de ladrillo debe tener una eltura tal que la 
hilada inferior resista a la compresión con un cocficiente de se- 
guridad igual a 20, Determinar la altura, siendo su peso especifi- 
co y=1,6. (Carga de rotura por compresión, KK, 
=100 at.) 

88. Un muro de ladrillo tiene tres retallos de 
alturas h=3 m., h, m., ly = 1 m., la anchura de 
la coronación es bh =0,4 m., el cimiento debe car- 
garse a razón de 3 at., y éste es también el valor 
de la carga admisible de la fábrica. Hallar la carga 
actuante q que puede soportar el muro por unidad 
de longitud y las anchuras x e y. (Peso específico 
del muro, y = 1,6.) 

89. Una correa de transmisión de espesor d = 4 mm. y que 
trabaja sobre dos poleas de radio R= 1,2 m., transmite una 
potencia N =12 CV, Las poleas dan n = 60 vueltas por minuto. 
Calcular la anchura b de la correa, siendo la carga de tracción 
admisible k, = 20 at. 

90. Para sostener la carga Q se pasa sobre una polea (radio R) 
una cinta de acero (espesor 0) sujeta en A y estirada por el otro 
extremo con la fuerza S. Calcular la anchura b de la cinta, siendo 
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el coeficiente de trabajo por tracción k,. Apli- 
cación al caso: Y =4t.,0=3 mm., r =10 cm., 
R= 30 cm., k¿ == 1000 at., «a = arco abrazado (| 
por la cinta = 1,2 xr, f = coeficiente de rozamien- 
to de la cinta = 0,18. 

91. Una barra AB de hierro forjado de sec- 
ción circular de 1 em. 
de radio se hace gi- 
rar por medio de un — problema 90 
manubrio de R= 0,5 
metros; la barra está roscada en C 
y se atornilla a una tuerca fija, 11 
ángulo de inclinación de la rosca 
vale «.=3" 30”, y el coeficiente de 
rozamiento, [=0,1. Calcular la fuerza P que ha de aplicarse 
a la manivela para romper la barra. (Carga de rotura por trac- 
ción, K, = 4000 at.) 

92. Una barra redonda de acero dulce ha de soportar al- 
ternativamente esfuerzos de tracción de 40t. y 2t. Hallar su 
diámetro, siendo su coeficiente de trabajo por tracción 2/7 de 
la carga de fatiga. 

93.. La diagonal de una viga de celosía ha de soportar alter- 
nativamente esfuerzos de tracción de 14t. y 5t. El coeficiente 
de trabajo debe fijarse con arreglo a la fórmula empleada para el 
acero dulce : 


k: = 700 + 430n + 100 n?, 

siendo n la retación del mínimo al máximo esfuerzo. La diagonal 
debe ser un hierro plano de d = 1 cm. de espesor. Calcular la 
anchura b del mismo. 

94, ¿Cómo se modifica el resultado del problema anterior 
cuando la oscilación de esfuerzos es entre 6 t. de tracción y 2t, 
de compresión? 

95. Un cilindro de vapor tiene d = 800 mm. 
de diámetro y la presión p del vapor es de 7 at, La 
tapa D del cilindro se sujeta con n =8 pernos. 
Calcular el diámetro de ellos (acero dulce) te- 
niendo en cuenta las alternativas de presión y 
descarga. (Se prescindirá de la presión de la junta.) 

96. Calcular el alargamiento de una barra vertical de 1 = 200 
metros de longitud y sección circular por efecto de un peso 
P=681. colgado en su extremo y del peso propio, siendo su 
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coeficiente de trabajo kí =600 at. (Módulo de elasticidad, 
E =2-10% at.; peso especilico, y = 7,8.) 

97. Sila barra del problema anterior se compone de cuatro 
trozos iguales, todos ellos de sección circular, ¿qué diámetros 
deberán tener esos trozos? ¿Qué ahorro de material se obtiene? 
¿Cuál será entonces el alargamiento? 


IM. Flexión 


7. Momentos de inercia y momentos resistentes 


98. Determinar cl momento de inercia J 
de la sección representada en la figura respecto 
al horde superior, y los momentos principales de 
inercia J,, J, respecto al centro de grave- 
dad. (Acotaciones en 
centímetros.) 

99. llallarelmo- 
mento de inercia J, 
respecto a la hase, del perfil T repre- 
sentado en la figura (acotaciones en 
milimetros) y los mo- 
mentos de inercia principales respecto al e. d. g. 

100. Calcular el momento de inercia de la 
superficie de un triángulo respecto a una de 
sus medianas MB. 


(8 


101. Averiguar la expre- 
g sión del momento de inercia 

de un triángulo ABC res- 4 7 e 

pecto a una recta cualquiera 

Ax que pasa por el vértice A en función del 

área F y de las distancias b y c. (E. J. Routh.) 

102, Determinar el momento de inercia 
«) de un trapecio respecto a la base a, y el J, respecto a la pa- 
ralela a dicha base que pasa por el c. d. g. 

103. Hallar la expresión del momento de inercia de la su- 
perficie de un hexágono regular respecto a un eje cualquiera que 
pasa por el e. d. g. en función de la longitud s del lado, 

101. Dos perfiles en U iguales deben 


separarse a una distancia x tal que los momen- y dd 
tos principales de inercia sean iguales. Hallar el dá 4 
valor de x. rd ¡ 
105. Hallar los momentos de inercia y re- E ! Es 

lo 


sistente de un cuadrado de lado a cuyos vérti- Te 


Y WirtENpatiEr Problemas de Mecánica. Ml. 


18 Flexión 


ces superior e inferior están truncados, 
respecto al eje de las x, en función de n, 
siendo hfn la altura del cuadrado trun- 
cado. Averiguar para qué valor de n 
resulta máximo el momento resistente, y 
determinar su valor. 


A | 


AMES * i 
(B.Kirsch, ZVDI, tomo 42, pág. 797; 1898.) 
ici 106. Calcular el momento de inercia 
3 4 de un semicírculo respecto a la tangente inferior 


y (J) y respecto a una paralela a ella (J,) a la 
7 distancia m del diámetro. 

el 107. Hallar los momentos de inercia y 
resistente de la sección representada en la 
figura respecto al diámetro horizontal (medi- 
das en centímetros). 

108. Averiguar el momen- 
to de inercia J, de un cuarto SS E 
de círculo respecto a un eje de S 
gravedad. 5 Problema 108 

109. Determinar el mo- 


4 mento de inercia de la sec- 


r 
1» ción dibujada respecto a la 
A recta J y al eje de gra- . 
vedad J, (las medidas son 
centímetros). 
110. Calcular el momen- 8 
to de inercia de la línea homo- Y 
génea ABC (densidad = 1) res- 0 


pecto a los ejes Ox y Oy. ABes — problema 110 
un cuadrante de circunferencia. 

111. Calcular los momentos de inercia prin- 
cipales J, y J, de la sección 
longitudinal de un roblón. 

112. Hallar los mo- 
mentos principales de iner- 
cia J, y J¿ de una sección 


y acanalada respecto del c. d. g. 
de (medidas en centímetros). 

pl 113. Determinar el mo- 
“a mento de inercia de un cuarto 


y de anillo circular respecto 
“Problema 115 Al eje J. 
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114. Elmismo problema aplicado a la figura correspondiente. 
115. Determinar los momentos principales de inercia J, y Jz 
de la sección representada en la figura respecto de su c. d. g. 


Problema 114 Problema 115 Problema 118 
116. Hallar los momentos principales de un semianillo 


circular respecto a su c. d. g. 

117. Hallar el momento de inercia 
de un segmento circular de ángulo cen- eS S Y 
tral 2a respecto a la cuerda. qe 

118. Hallar los momentos de iner- Problema 117 
cia de un segmento de parábola 
respecto a los ejes x e y. 

119, Calcular el momento de 
inercia del área de un anillo elíptico 
respecto al eje menor 2b. Se tiene 
a=20ecm., b=15 cm.; para la elipse 
interior, a:a=b,:b=4:5. EPIA 199, 

120, A una sección rectangular (b, h) se ado- 
sa otro rectángulo de modo que no varíe el mo- 
mento resistente del conjunto respecto al eje Ox. 
Determinar la ecuación de la curva que contiene 
al vértice P del rectángulo adosado. Hallar la má- 
xima anchura que puede alcanzar este rectángulo 
ob y su altura correspondiente. 

1 121. A una sección rectan- 
gular de dimensionesb y hse ado- 
* sa por su parte inferior otro rec 
tángulo de altura h,. El momen- 
to resistente de la sección total respecto al eje 
horizontal de gravedad debe permanecer cons- 
tante. Flallar la base x= del rectángulo añadido, 

(G. Singer, ZS d. óst. Ing. u. Arch Ver., tomo 59, pág. 865, 
1907.) 


Problema 120 


pu] 
Problema 121 
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4 122. ¿A qué ley deberá satisfacer la 
== curva que se adosa al rectángulo b,h, 


SES] ES ] 
DOS con la condición de que el momento resis- 


Y tente W del área rayada respecto al eje e 


ASS el sca constante e igual a bX2/6? 


(B. Kirsch, ZVD1 tomo 42, pág.797, 1898.) 


8. Momentos contrífugos y ejes principulos 


123. Los momentos de inercia de una sección respecto a 
dos ejes perpendiculares entre si (que no son ejes de simetria) 
son iguales. Demostrar que los m. de i. respecto a todas las 
rectas que pasan por el punto de intersección de dichos ejes son 
también iguales. 

124. Hallar la elipse que, respecto a cualquier eje que 
pase por su centro, tiene el mismo m. de i. que un rectán- 
gulo dado. 

126. Se da un anillo circular excéntrico de radios R= 20 cm., 
r=10 em. y excentricidad e = 5 cm. Hallar los m. de i. prin- 
cipales respecto a su c. d. g. 

126. ¿Qué relación tienen los ejes de la elipse de jnercia 
_ respecto del vértice, de un triángulo equi- 
látero? 

127. Calcular los m. de i. principales J, y Ja 
y Para el e. d. g. de un hierro en ángulo de lados 
iguales, cuyo espesor d es igual a la cuarta parte 
del lado L 

128. Los m. de i. de un cuadrado con un 
aligeramiento interior en forma de otro cuadra- 
do, respecto al vértice O, deben estar en la 
relación 1:5. ¿Qué valor 
tendrá n? 

129, J. M. Latiner, de 
Chicago, recomendaba el 
empleo de columnas de sección formada por 
dos hierros en Y doblados tal como indica 
la figura. Determinar los m. de i. principa- 
les, siendo los datos: B,a, d. la altura pri- 
mitiva HI de los hierros T, el radio r y los 
m. dei. principales del perfil interior T, í,, iz. 

130. Averiguar el momento centrífugo de un rectángulo 
respecto a dos lados adyacentes. 


po B o 
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131. Calcular el momen- 
to centrífugo de un hierro 
en ángulo respecto a los ejes 
indicados en la figura. 

132, Resolver el mismo 

Problema 11 Problema para la figura co- 

rrespondiente, 

133, Momento centrífugo de un cuadran- Y 
te de círculo respecto a sus ejes. 

134, Itesolver el mismo problema para la 
figura correspondiente. 


LA 


e 


Problema 13% 


135. Momento centri- me 
y i PE. 
Y fugo de un cuarto de elip- x 
3 se respecto a sus ejes. Probiena. 134 


136, Hallarelmomen- 
Lo centrífugo de un rectán- 
gulo para dos ejes rectan- 
gulares cualesquiera que ES 
pasan por su centro, 

137. Calcular el mo- 

Problema 146 mento centrifugo de una 
elipse para dos ejes rectan- , 
gulares cualesquiera que pasan por su centro. — problema 138 

138. Determinar los m. de i. prin- y 
cipales J, y J2, asi como el ángulo y 
para un rectángulo de lados a = 2 cm., 
b=3 cm. 

139. Se da la sección de un hierro en 
ángulo. Determinar para el vértice O los 
m. de i. J, y J¿ máximo y mínimo, asi 
como el ángulo a (medidas en milímetros). 


La pa 


d 


A 


sor 
1 
Ñ 
pa 


A 


140. Hallar los m. de i. principa- Problema 139 
les 4, y Jz, así como la posición de los 
ejes principales para el punto O de 
un semicírculo. 


MIL La sec- 
ción de un soporte 
está compuesta de 
dos superficies 
congruentes, se- 
paradas, F, cuyos 
provicma no ejes principales de — Y 


22 Flexión 


inercia son perpendiculares entre si, siendo a la cistancia entre 
sus c. d. g. Determinar los m. de i. principales de la sección com- 
puesta para su c. d. g. 
(J. Schmidt, ZVDI, tomo 60, pág. 675, 1916.) 
142. Ballar la elipse de inercia para el c. d. g. de la sección Z 
indicada en la figura (medidas en centimetros). 


US 
B| 


S 
ES 


7 


A 


0 
Problema 142 Problema 143 


143. Para un punto O de una sección y respecto al sistema 
de ejes Oxy son conocidos : los m. de i. J, y J, y el momento 
centrífugo J,,. En la dirección de Oy se lleva OA = =J, AB =4,, 
y en la de Oz, AC= Yy Se traza un circulo sobre OB de centro 
M, y se traza el diámetro DE que pasa por C. Se tiene que 0D 
y OE son las direcciones de los ejes principales del punto O y, 
además, CE =J,, CD= J, son los m. de i. principales corres- 
pondientes. Demostrarlo. 

144. Los puntos OA BC tienen 
la misma significación que en el 
problema anterior. Sea x', y” un 
Nuevo sistema que forma el ángulo 
« con el anterior. Demostrar que 
se verifica : 


FG=J,', FH= J/ FO=3J, 
En la figura, FC 1 GH. 


(O. Mohr, Zivilingenieur, to- 
mo 33, pág. 43, 1887; R. Land, 
Zivilingenieur, tomo 34, pág. 123, 1888; ZS. f. Bauwesen, tomo 
42, pág. 550, 1892.) 
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145. Los puntos OABC tienen igual significación que 
en el problema 143. Se traza porC una recta arbitraria HG. 
Demostrar que el momento centrífugo J,',' para el sistema 
(oblicuo) O, x', y” se anula. 


146. Se da la elipse central de inercia de una sección respecto 
a su Cc. d. g., cuyos semiejes son i,, iy. Se traza una circunferencia 
de centro $ que pase por los focos de la elipse. Los puntos B,,. By 
tienen la propiedad de que para todas las rectas que pasan por 
ellos, los m. de. de la sección son iguales (antifocos). Demostrarlo..: 

147. Sez O un punto cualquiera de una sección, y Bj, By 
los antifocos de la elipse central. Demostrar que la bisectriz del 


ángulo B,OB, es un eje prin- 


Y cipal del punto O. (O. Mohr.) 
8, 
FJ 
Sa 
% 
Problema 147 Problema 148 


148. Sy B, son el c. d. g. y el antifoco de uina sección cual- 
quiera (véase problema 146), y J un eje arbitrario. Se traza B, P 
normal a J, Sz paralelo a J y se corta Sx con la circunferencia 
de centro B, y radio i, en el punto M. Demostrar que MP e, 
igual a i, radio de inercia de la sección respecto al eje J. 
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9. Momentos de flexión 
Dibujar los diagramas del momento flector en las vigas y 
para las cargas que se indica en las figuras, y calcular los momen- 


tos flectores en los puntos A, B, C. Escribir las ecuaciones de los 
diversos trozos de las líneas de los momentos flcetores, 


149, 


150, 


152, La viga de un puente giratorio alrededor del eje ver- 
tical € está sometida a la acción de dos cargas concentradas de 
pAty2t y además entre 
Il By Cleva una carga uni- 
A , i, e € Pasa de 

! y 1 4./m. Calcular la fuer- 
dm dm mp que ha de actuar 
en D para que haya equilibrio. Hallar la presión sobre el apoyo 
C. Dibujar la línea de los momentos de flexión para toda la viga, 
anotando los valores correspondientes a los puntos B y C. 

153. Viga sin apoyos con cargas uniformemente repartidas 
Q/2, Q, Q/2, que están en equilibrio. Hallar Mmáx. 

Dibujar los diagramas del 
momento flector en las vigas y 
para las cargas que se indican 
en las siguientes figuras. Calcu- 
lar las reacciones de los apoyos 
y la posición y magnitud de los momentos fectores máximos. 


ur 0 A 


Momentos de flexión 25 


2 m1 A 
1b4; pci Mr p 
e ASURAEN AE 
ñ 4 
165, pa + 
Ñ 7 2 
(AAA Me ono Es, 
2 
166. 
AE A 


w 


157. Viga con un brazo rígido saliente p, sobre el cual 
actúa una fuerza axial P. A es un 
simple apoyo; B, una articulació 
y 168. Sobre la viga AB = 
actúa la carga aislada P. Ade- 


más, existe a la izquierda de 

> : 
decia E la uan JT, 
2q, ambas por unidad de lon- E 
gitud. Calcular a qué distan- 


cia E de A deberá actuar P para que sea máximo el momento 
Mlector en el punto C. 


159. U iga con E y J > 
tantes aporta lle carga angular al Al “J Ll MM $ 


indicada en la figura. Hallar las 
reacciones de los apoyos A y B, el 
momento flector M en una sección cualquiera, la abscisa x, de la 
sección peligrosa y el valor máximo M, del momento de flexión. 


160. Determinar en la 
viga y para la carga repre- mi ! 
ib ei e A 

distancia x, al apoyo A. AA med 

161, Sobre una viga actúa a 

una sobrecarga móvil compuesta 
de dos fuerzas P y Q, que distan 
«entre sí. Calcular la posición y 
de modo que el máximo mo- 
mento flector se produzca en la sección donde actúa P. 


E PA 
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Dibujar las líneas de los momentos de flexión en las vigas 
y para las cargas que representan las figuras que van a conti- 
nuación. Hallar la magnitud y las abscisas de los momentos 
flectores máximos, Determinar los puntos de inflexión (momento 
flector M = 0). 


162. A 2 P 


Pp 
163. mb, 7 pu So 


A 4 
164, 
a 
2 A 
166. eN 7 19 
A 


YX 166, La viga AB tiene el tramo volado CA, con la carga 
indicada enla figura. Hallar 

8 <--E--3-=  Jalongitud l, del tramo vo- 

e 8 lado, bajo la condición de 
E IA que los momentos flectores 
en A y D tengan el mismo valor absoluto. Calcular este valor, 

así como las reacciones de los apoyos A y B. 

X 167. Sobre la viga AB =1 con un tramo volado actúa una 
sobrecarga móvil uniformemente 
repartida de igual longitud ¿. 
Determinar la distancia AC=x, 
bajo la condición de que los 
momentos flectores en C y B tengan el mismo valor absoluto. 

Calcular este valor. 

-X 168, Una viga con carga 

| AAA. uniformemente repartida debe 

A insistir sobre dos apoyos simé- 

tricos A y B. Calcular la distancia z, con la condición de que 

los coeficientes de trabajo por flexión sean lo más pequeños 
posible. 


pu lo 
= LU 


Li 


y, 
Ro 


is | 
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169. La viga AC=1=1l, + a, apoyada tal como se in- 
dica en la figura, está uniformemente cargada con una carga q 
por unidad de longitud. 
Hallar: a) las reacciones o O, 
de los apoyos en A y B; 

b) la línea de momentos 
flectores; c) los máximos momentos flectores de la viga con 
sus abscisas; d) las secciones de momento nulo, 

170. La viga del ejemplo anterior tiene la sec- 
ción compuesta indicada en la figura (medidas en + 
centímetros). Además se dan : el módulo de elas- | 
ticidad E=2-10% at.; el coeficiente de trabajo 
por flexión k;==700 at., y la longitud de la 
viga 1=6 m. Calcular: a) la luz 1, para que la ” 
viga tenga máxima resistencia; b) el máximo | 
momento flector y la carga máxima actuante q ¡ 
en kg./m. correspondiente a dicha luz; c) las 1 , 
reacciones de los apoyos en A y B. RES 

171. Sobre la viga AC=l 
actúa una carga repartida, cuya 
ecuación es q = ax. Calcular : 
a) las reacciones de los apoyos 
A y B; b) los máximos momen- 
tos flectores y las secciones a que corresponden ; c) las secciones 
de momento nulo. 

172. 173. Determinar las reacciones de los apoyos y dibujar 


> lr A Am 


b— 


A 144 É £ 


las lineas de momentos flectores en los pórticos isostáticos re- 
presentados en las figuras, sometidos a 
las cargas indicadas. 

174. Una viga en arco circular (A es 
úna articulación, y B, un simple apoyo, 
es decir, articulación con deslizadera) 
está sometida a la acción de una fuerza 
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horizontal P que actúa en la clave C. Determinar las reac- 
ciones de los apoyos y el diagrama de los momentos de flexión. 


10. Tensiones debidas a la floxión y líneas neutras 


175. Una viga empotrada en un ex- 
tremo, de longitud l, aJturas h, y hy y 
ancho b constante (normal al plano del 
papel), está solicitada en su extremo 
libre por una fuerza P. Hallar la abs- 
cisa u de la sección peligrosa y el mo- 
mento flector en esa sección, (No se 
tendrá en cuenta el peso propio.) 

176. La viga representada en 
la figura, deancho constante hb (nor- 
mal al papel), está sometida a la 
acción de la carga uniformemente 
repartida q. Determinar la abscisa 
x, de la sección de rotura y el mo- 
mento flector en esta sección, 
177. Determigar la relación que debe existir entre los coefi- 
cientes de trabajo admisibles por compre- 
sión k¿ y por tracción kí para la sección re- 
presentada en la figura, bajo la condición de 
que sea igual la resistencia para ambas clases 
de esfuerzos. Se supone que la zona de trac- 
ciones esla del trasdós. (Medidas en milimetros.) 

178. Determinar el espesor (2) del alma 

del perfil representado en la figura, para 

que, con un coeficiente de trabajo por 
tracción k;=300 at. y por compresión 
k¿= 800 at., resulte de igual resistencia 

a la flexión. La zona de tracciones es la del 

trasdós. (Medidas en milímetros.) 

179. Deducir el coeficiente de trabajo 
por flexión k; de la viga de fundición cuya 
sección se representa en la figura, utilizando 
la fórmula de Bach (42), siendo el cocficiente 
de trabajo por tracción k¿= 150 at. (Medidas 
en centímetros.) 

180. Un árbol de fundición tiene una sección 
anular, cuya relación de diámetros d/D =a« se 


+ 


4 
( 
1 
E 
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supone conocida. Calcular el coeficiente de trabajo por flexión 
k;, conocido el de tracción k;, haciendo uso de la fórmula 
de Bach (42). 

181. Una barra de fundición tiene la sección semicircular 
indicada en la figura. La zona de tracciones se 
supone que es la inferjor, Utilizando la fórmula y 
de Bach (42), calcular el coeficiente de trabajo 
admisible por flexión k¿, sabiendo que el coefi- 
ciente de seguridad £s 6 y que la carga de rotura por tracción 
es K, = 1250 at. 

182, Un hierro en ángulo de lados igua- 
les tiene respecto a su e, d. g. los siguientes 
1m. dei. principales: J,=285 cm.*, J¿=75 cm.* 
El eje SM del momento flector es paralelo 
a uno de los lados. Determinar el ángulo p 
que forma la línea neutra SN con la SM, 

183. El espesor de un hierro en ángulo de lados iguales es 
d =1/4. La fibra neutra SN ha de ser paralela a uno de los lados. 
Determinar el ángulo p que forma con el 
eje del momento flector (véase fig. del 
problema 127). MÁ 


SS S 


S ye 
184. La recta SM inclinada 307 res- ES A 
pecto a la horizontal es el eje del momento “ NS, N ¿ 
flector M = 1200 mkg. que actúa en la sec- NA S 1 
ción. Hallar la posición de la fibra neutra r=Ñ YY 
o eje de flexión SN y la de las fibras más "N NT 
cargadas, y calcular en ellas los respectivos N Ñ ' 
coeficientes de trabajo. (Medidas en cen- PSSS 


timetros.) 

185. Los m. de i. principales de un hierro 
en Z respecto a su c. d. g. son: J,=2421 cm.*, 
J¿=112 cm, a = 18 46' 40”, El momento 
flector M actúa siendo su eje la horizontal. 
Hallar el ángulo y que forma el eje del momento 
con la línea neutra NN y la posición de las 
fibras más cargadas. Determinar el valor de M 
para que las tensiones o cargas máximas de 
trabajo no excedan de k¿= 700 at. (Medidas 
en milimetros.) 

186. La sección rectangular de una viga está solicitada por 
un momento flector M cuyo eje forma un ángulo « con el lado b 
del rectángulo. Determinar o, bajo a condición de que el punto 
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más cargado sea el E (posición más des- 
favorable de la viga), hallar la carga en ese 

punto y la posición de la e 
fibra neutra SN en el rec- 
tángulo. 

187. Ses el c. d. g. de 
una sección; Sz, el eje del 
momento flector que solici- Y 
ta la sección; además SA 
=3, AC=J,,y AC 1 SA. 
Demostrar que SC es la 
dirección de la línea neutra NN de la sección. 


- 


Problema 187 


11. La viga empotrada en un extremo 
(Dimensiones y flechas) 


188. Una viga de madera de sección rectangular está soli- 
citada por las fuerzas P = 50 kg., P, =80 kg., P¿=100 kg., 
que actúan a las distancias / =3 m., 
l=2 m. l,=1 m. del apoyo. 
Los coeficientes de trabajo admisi- 
bles son: por tracción 1/11 de la 
carga de rotura por flexión K, 
= 470 at. y por compresión 1/6 de 
la de rotura por compresión K,¿= 280 at. Determinar las 
dimensiones de la sección con la debida seguridad, sabiendo 
que la relación de la anchura a la altura ha de ser 5:7. 

189. Una viga de sección rectangular (hb = 20 cm., hi «= : 
” centímetros) y de longitud | = 1,8 m. está 
solicitada en la forma indicada en la figura. 
- La fuerza aislada P es igual a 1000 kg. 
S ITA Determinar cl valor de la carga unifor- 

memente repartida Q, bajo la condición de 
que la tensión no exceda en ningún punto del valor k¿=800 at. 

190. Una viga de madera de | = 3 m. de longitud y sección 
rectangular (b = 20 cm., h =:-28 cm.) está empotrada en uno de 
sus extremos. Determinar la fuerza )” que puede soportar en el 
extremo libre con la debida seguridad: a) colocándola de canto, 
o sea bh vertical; 5) colocándola de plano o costado, v sea b 
horizontal, No se tendrá en cuenta el peso propio, Coeficiente de 
trabajo admisible por flexión k; = 44 at. 
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1191. Una viga empotrada en uno de sus extremos de luz 
1 =3 m., sección indicada en la figura y peso 
especifico y =7,5, debe soportar en su extremo 
libre y con la debida seguridad una carga con- 
centrada P =3000 kg. Los coeficientes de 
trabajo admisibles son 300 at. por tracción 
y 800 at. por compresión. Determinar x, te- 
niendo, además, en cuenta el peso propio. 

192. Los radios de una polea tienen sec- 
ción cruciforme (medidas en centímetros) y 
una longitud de 0,5 m. Uno de los extremos 
va fijo al eje y el otro está solicitado por la 
fuerza tangencial P que actúa en la Jlanta. 
Determinar P, siendo el coeficiente de trabajo 
por flexión k; = 200 at. 

193. Una polea de hierro, de diámetro 
d=0,4 m., da n = 60 revoluciones por mi- 
nuto y transmite una potencia N = 12 CV, 
Tiene cuatro radios o brazos de sección elip- 
tica, y la relación de los ejes de la elipse es 
a:b=2:1. El coeficiente de trabajo admi- 
sible por tracción es k;= 150 at. Calcular 
las dimensiones a y b de la sección de los ra- 
dios teniendo en cuenta el valor que debe 
tener el coeficiente admisible por flexión, en la fundición. 

194, Dos vigas de madera de las mismas dimensiones tienen 
uno de sus extremos reunidos por medio de un bloque intermedio 
y por el otro extremo están PET 
enlazadas por un perno de Ñ 
1 cm, de diámetro. Al apretar 
la tuerca de este perno, ¿qué 200 q 
ocurrirá antes : la rotura de 
las vigaso la del perno? (Carga YY j 
de rotura por flexión de la madera, K,=470 at.; carga de ro- 
tura por tracción del hierro, K, = 4000 at.) 

195. Un poste telegráfico de 1 =10 m. de longitud libre 
debe resistir una presión de viento de 125 kg.m.* con una segu- 
ridad de 10. La carga de rotura por flexión es 420 at, y la presión 
del viento ha de estimarse (según v. Lóssl) sobre 0,785 de 
la sección longitudinal del poste. Calcular el diámetro d del 
mismo. 

196. Un poste de conducción de energía tiene la anchura 
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variable 27; su sección (compuesta) 
está formada por hierros en Y (véase 
la figura) y su anchura en el extremo 
superior es 2a. Está solicitado por la 
fuerza horizontal P que actúa en el 
extremo superior. Determinar la see- 
ción peligrosa en posición y magnitud. 

(E. Hartmann, Z5S. d. óst. Ing. u. 
Arch.-Ver., tomo 61, página 271, 1909.) 


197. Determinar la flecha en el 
extremo C de una viga solicitada, tal 
como indica la figura, por las fuer- 
zas P, y Po. 

197 a. Resolver el problema anterior sin hallar las elásticas, 
sólo con ayuda de la tabla 1. 

197 b. Resolver este problema aplicando el teorema de 
Mohr. 


198. Una viga empotrada en un ex- 
tremo de longitud l está solicitada en el 
extremo libre por un momento M. Calcular 
la flecha /, y la inclinación y, de la elás- 
tica en el punto B. 

199. Una viga AC =l está cargada desde el punto medio ¿3 
hasta el extremo libre C con una carga 
uniformemente repartida q por unidad 

S g de longitud. Calcular la flecha f y la in- 
k clinación de la viga y en el punto C. 

200. Hallar la flecha en el extremo libre de la viga AB ==1 

solicitada por una carga repartida que 
lg crece linealmente desde el empotramien- 

to A hasta el extremo libre B (carga 

triangular). 
201. Una viga AB de peso G está empotrada en C y solici- 
tada en el punto medio del 


A e d tramo menor por la fuerza P., 
8 Determinar P, bajo la condi- 
ke ----3m----- >e-a e a-> ción de que las flechas de los 


puntos A y B sean iguales, 
2012. Una viga empotrada en un extremo, formada por 
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el perfil Y indicado en la figura, debe tener una ep 
longitud tal que por efecto del peso propio, la H 
flecha en su extremo libre sea f =2 em. Deter- 1 
minar dicha longitud. (Peso especifico, y =7,8; mó- a 
dulo de elasticidad, E=2-10% at.; medidas en 1 
milimetros.) | 

202. Un cono truncado cuyo contorno late- SE 


ral es igual al de la figura del problema 175 está -825= 
cargado cn la misma forma que la 
viga de dicho problema. Hallar la fle- 
cha en el punto de acción de la carga 
sin tener en cuenta el peso propio. 
. 203. Un cono circular con el eje 
horizontal está empotrado por su base. 
Hallar la flecha correspondiente al 
vértice por efecto del peso propio. 
> 204. Un tubo de hierro de sección 
circular (medidas en centímetros) lleno 
de agua sobresale del muro una longi- 
tud x. La flecha de la sección libre debe 
ser, a lo sumo, 5 mm. Determinar x. (Mó- 
dulo de elasticidad, E=2-10%at.; peso N<=-- a 
específico del hierro, y = 7,8.) > 
205. Con una cierta cantidad de material hay que fabricar 
una viga de sección circular que, empotrada en un extremo y 
solicitada en el otro por una fuerza, acuse una flecha mínima. 
Hallar la ley de variación del diámetro z de la sección a lo largo 
de la viga. 
(H. Blasius, ZS. f. Math. u. Phys., tomo 62, pág. 182, 1914.) 


312. La viga simplemente apoyada 


(Dimensiones y flechas) 


206. Una viga AB = l está cargada en el trozo AC —=21/3 
con una carga uniformemente repar- 
tida q por unidad de longitud. ¿A E 4 
qué distancia x de Á se encuentra 4 2 
la sección peligrosa? ¿Qué valor tiene en ella el momento flector? 
207. Una viga de fundición de 5 m. de luz está solicitada 
por las fuerzas que se indican en la figura ; su sección es un anillo 


3, Wrrrexmauer : Problemas de Mecánica, 11. 
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circular cuya relación de diámetros interior y exterior es 
d:D=56:10. El coeficiente de trabajo admisible por tracción 
es k¿= 300 at. Calcular : 

a) las reacciones de los 
£_ apoyos A y B; b) los mo- 

mentos flectores en C, D 

y E; c) el coeficiente de 
d) teniendo en cuenta K;, los 
valores d y 12. (No se tendrá en cuenta el peso propio.) 

208. Un perfil normal Y n.* 30 de alas anchas 
(Differdinger) cuyo W = 1717 cm.3, tiene una lon- 
gitud de 5 m. y está simplemente apoyado cn 
sus extremos, Determinar la carga /” que puede 
actuar a la distancia 2 m. de uno de los apoyos 
sin que la carga de trabajo por flexión exce- 
da de k¿= 750 at. (No se tendrá en cuenta 
el peso propio.) 


609 800 k 400 k 


209. Un doble cono de las di- 

mensiones indicadas en la figura y 

£ de peso especilico y se apoya por 

sus vértices. Determinar la máxima 

tensión o carga de trabajo en una 

sección en función de x, por efecto del peso propio, y dibujar 

el diagrama de esta función. 

eye x 210. Un tronco de cono de longitud ! 

y de radios r y 2r se apoya en A y B, y 

2r está sometido a la acción de la fuerza ais- 

lada P. Determinar la abscisa +, de P que 

produce las tensiones máximas, y hallar el 
valor de éstas. 

211. Una viga de 8 m. de luz y de la 
sección indicada en la figura está solici- 
tada por una carga uniformemente repar- 
tida de 4000 kg./m. y por dos fuerzas aisladas 
P simétricamente situadas a a=2m. de los 
apoyos. Determinar P, con la condición de 
que la carga de trabajo no exceda del valor 

e ? k¿= 1360 at. 
238 ¿mo (Medidas en 
0 centímetros.) 
212. Un perfil laminado, de sección indicada en la figura, 
se coloca primeramente de canto, es decir, apoyado en la cabeza 
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de 20 cm. de ancho, y después de plano, esto es, de aii + 
modo que la altura de 40 cm. quede horizontal. ** 1 
Hallar la longitud necesaria en cada uno de estos ! 
casos para que la viga se rompa por efecto de hd 
su propio peso. (Carga de rotura por flexión, 1] 
4,5000 at.; peso específico, y =7,8. Medidas yz t 
un centímetros.) 


y 
213. Un tubo de fundición de 20 cm. de diámetro exterior 
y 1 cm. de espesor, lleno de agua, se apoya simplemente por sus 
extremos, Hallar la luz máxima que puede salvar para que la 
carga de trabajo no exceda en ningún punto de 300 at. (Peso 
especifico de la fundición, y = 7,5.) 

y 214. Una viga de madera A B de sección cuadrada s*ylm. 
de luz está solicitada a la distancia 
1 m. del apoyo por una fuerza aislada 
de 1000 kg. La viga está colgada en 
los apoyos A y B, de dos barras de 
hierro. Calcular el lado s de la viga y 
los diámetros d,, d, de ambas barras, 
siendo k;= 70 at. el coeficiente de 
trabajo por flexión de la madera y É 
ki = 700 at. el de tracción del hierro, 

215. Una viga de madera de 8 m. de longitud está simple- 
mente apoyada por sus puntos A y B. Entre éstos, está solici- 
tada por dos fuerzas aisladas de 3 t., que actúan simétricamente, 
y en los tramos volados, ar 37 
por cargas uniformemente Lt | 
repartidas de q = 1,2t./m. 
Calcular : a) las reacciones 
de los apoyos en A y B; b) los momentos flectores en A y C; 
«) la sección de la viga donde cl momento flector es nulo; 
d) las dimensiones de la viga, siendo b:h=5:7, y el coeficiente 
de trabajo por flexión k¿ = 60 at. Dibujar el dia- - 
grama de los momentos flectores. OS 

216, Un puente giratorio ABC de 13m. de 1 
longitud, que puede girar alrededor de B, está | 
simplemente apoyado en el punto C. Está so- 1--- 1 

ES 


UTA + 
Lao Las 0 gs me 


licitado por una carga uniformemente repartida z 
de 9=2 [Mo 1 mo 15m]? / 
Su sección secom- 4 1 
pone de cuatro 4 > 


hierros en ábgulo 
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iguales (véase Ja figura, cuyas medidas están en centímetros; 
se supone la sección compuesta) de 1,4 cm. de espesor. Deter- 
minar: a) la fuerza P que ha de actuar en € para que haya 
equilibrio ; 5) la presión en el punto B; c) el 
máximo momento (lector y la sección peligrosa; 
d) la altura x de la sección para kj= 800 at. 
217. La sección de una viga simplemente 
apoyada es la que se indica en la figura. La 
distancia del e. d. g. de los hierros de ángulo 
al canto paralelo es 9,6 mm., su momento 
de inercia respecto a su eje de gravedad es 
2,49 cm.!, y su sección, 3,27 cm.2 121 peso espe- 
cífico del ucero es 7,85 kg./[dm.2 La viga está 
solicitada por su propio peso y, además, 
por una carga uniformemente repartida de 
255,1 kg./[m. Calcular la luz, bajo la condición 
de que la flecha máxima no exceda de 5 mm. 
* 218. Una viga cuyo momento re- 
sistente W es conocido está solicitada 
por la carga uniformemente repartida 
que se indica en la figura. Hallar la 
longitud 2z a que ha de extenderse la carga para que el 
coeficiente de trabajo por flexión sea k¿. 


219. Una viga AB=! está solicitada solamente por dos 
momentos iguales y de sentido opuesto que actúan en sus ex- 
tremos. Calcular la inclinación de la viga en los apoyos y la 
flecha en el punto medio. 

220. Una fuerza móvil se desplaza a lo largo de una viga. 
Hallar las máximas flechas de la misma. 

7 UN 221. Una viga está solicitada 

ias -2-+ por las dos fuerzas iguales P de 
'g posición simétrica, Hallar la fle- 
cha en el punto medio de la viga. 

222. Sobre una viga de luz l actúan las dos fuerzas P, y Pg 

A 2L de abscisas arbitrarias a, y dy 
á 2L-by- ina 
ro 224 Determinar las flechas f, y fo 
pe de la viga en los puntos € y £. 
AZ BE a, En el problema ante- 
rior, hallar el punto de la viga, que tiene la flecha máxima, 
primero de modo general y luego para los datos P, =16 t., 
P¿=2t,1=3,2m., a =08m..0=1m. 


Al IT 
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224. ¿Qué relación deberán tener las cargas P, y P, del 
problema 222 para que la flecha máxima corresponda al punto 
medio? Hallar el valor de esa flecha. Resolver el problema en 
general y después particularmente para a, =1/4, b,=1/5. 

225. Una viga cuyo eje divide en dos mitades a su altura 
y de luz l, está cargada de un modo uniforme, Se mide la flecha 
en el punto medio. Hallar la tensión o carga máxima de tra- 
bajo en la misma. 

226. Expresar la relación entre las máximas flechas de dos 
vigas de sección rectangular y del mismo material en función 
solamente de sus longitudes (,, l¿) y alturas (hy, hy), sabiendo 
que las cargas uniformemente repartidas que las solicitan di- 
viden a las respectivas longitudes en la misma relación y que 
producen tensiones máximas iguales, 

227. Una viga de madera de luz l = 4 m. y sección rectan- 
gular está solicitada por una fuerza P =800 kg. cuya abscisa 
es a=1 contada desde el apoyo. El ancho b de la viga es 5/7 
de la altura h. La carga de rotura por flexión de la madera es 670 
atmósferas y se desea una seguridad igual a 11. Calcular: a) las 
dimensiones b y h; b) los ángulos de inclinación ya y Ya de la 
viga en los apoyos A y B; c) la flecha f en el punto de acción 
de P; d) la máxima flecha de la viga y su abscisa respecto al 
apoyo A. (Módulo de elasticidad, E = 128 000 at.) 

228. Una viga que salva una 
luz l está solicitada por una carga ANC 
uniformemente repartida que se 4% 
extiende en una longitud a contada 
desde el apoyo. Calcular la flecha 
máxima y el punto a que corresponde. 

229. ¿Hasta qué valor de a en el problema anterior, la flecha 
máxima corresponde al trozo 4C, y para qué valor de a corres- 
ponde precisamente el punto €? 

230. En la viga del problema 228, la carga uniformemente 
repartida se traslada de manera que su extremo € recorre el 
camino AB, y asi al llegar al punto B toda la viga está solici- 
tada por la carga. ¿Qué camino describe el punto donde tiene 
lugar la máxima flecha? 

/ 231. Una viga con dos "| ---a -—+--- 2 - P 
tramos volados iguales está 
solicitada en sus extremos 
por dos fuerzas P. Determinar la relación a/l == bajo la con- 
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dición de que sean iguales en valor absoluto las flechas corres- 
pondientes al punto raedio y a los extremos de la viga. 

232. Calcular la flecha en el punto medio de la viga del pro- 
blema anterior utilizando la fórmula más exacta (40) y la dife- 
rencia que resulta comparándola con el cálculo hecho por la 
fórmula aproximada (41). 

233. Determinar la distancia z entre apoyos de la viga del 
problema 168, con la condición de que la viga sea horizontal en 
los puntos de apoyo. 

234, ¿> viga AC = 21 está apoyada en A y B. El tramo 4B 

p, *stá sometido a la ac- 
ción de la carga unifor- 
o ESO le me Q, y la fuerza aislada 

nio == L--- *  Pactúaenelextremo C. 
Entel la relación que deben Lener P y Q para que la flecha 
del punto C sea nula. 

235. Hallar la ecuación de la línea elástica de la viga del 
problema 169. 

236. Calcular la elevación de la viga del problema 169, 
correspondiente al punto C, con las condiciones fijadas para 
el problema 170. 

N 237,238. Determinar el desplazamiento de la articulación mó- 
vil D de los pórticos representados en las figuras que van a con- 
tinuación, solicitados por las cargas que se indican en las mismas, 


13. Vigas de igual resistencia a la flexión 


239. Una viga empotrada por un extremo, de luz l, y de 
altura h en la sección de empotramiento, solicitada por una carga 
uniforme Q, debe tener la forma de sólido de igual resistencia a la 
flexión. El ancho bh de la viga es constante y el cocficiente de tra- 
bajo por flexión vale k¿. Hallar la ley de variación de la altura z. 

240. Resolver el mismo problema anterior, pero siendo en este 
caso constante la altura h. Hallar la ley de variación del ancho 
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y, siendo b el correspondiente a la sección del empotramiento, 

241. Una viga empotrada en uno de sus extremos está soli- 
citada en el otro por la fuerza P. Su forma debe ser de igual 
resistencia a flexión y sus secciones rectangulares han de ser 
semejantes a la de empotramiento (b, h). Hallar las leyes de 
variación del ancho y y altura : de la sección. 

242. Una viga empotrada en un extremo, de sección rectan- 
gular, está solicitada por una fuerza P que actúa en el extremo 
libre. La anchura b es constante y la viga ha de ser de igual re- 
sistencia a la flexión. Hallar la ecuación de la línea elástica. 

243. Una viga empotrada en un extremo y sometida a la carga 
indicada en la figura tiene secciones de forma rectangular, Su al- 


tura h es constante. Determinar y) 
la ley de variación del ancho z en a 
función de la distancia x al apoyo, NATTT727 mo -- e 


siendo la viga de igual resistencia $ 
a flexión y siendo bh el ancho en la sección de empotramiento. 


Calcular la anchura bh, correspondiente al punto medio de la viga. 

244. Una viga con tramo volado está solicitada en el extre- 
mo C por la fuerza P. Su sección es un 
círculo de diámetro variable d. Hallar -——2 P 
la ley de variación de d a lo largo de Te 
la viga para que sea de igual resistencia 
a flexión, y calcular los valores máximo y mínimo del diámetro. 

245. Una viga simplemente apoyada soporta la carga trian- 
gular representada en la figura. Su 
sección es un cuadrado de lado va- 
riable y. Hallar la ley de variación de Um 
y en función de x para que la viga A4 
sea de igual resistencia a la flexión, 77" 
siendo dado el lado h del cuadrado en la sección de rotura. 

246. Un eje de diámetro variable ó y luz l está simplemente 
apoyado en sus extremos y cargado en su punto medio con la 
fuerza P. Su forma ha de ser de igual resistencia a la flexión. 
Yhallar la flecha correspondiente al punto medio. 

247. Una viga empotrada en un extremo está solicitada por 
su propio peso y por una fuerza aislada que actúa en el extremo 
libre, Su sección ha de ser rectangular de anchura constante bh 
y altura variable =. Hallar la ccuación diferencial de la altura : 
en función de la distancia x al extremo libre, para que la viga 
sea de igual resistencia a la flexión. 

(H. Blasios, ZS. f. Math. u. Phys,, tomo 62, pág. 182, 1914.) 


IV. Esfuerzo cortante y torsión 


14. Esfuerzo cortante y puro 


248. Determinar el esfuerzo cortante Q 
que deben desarrollar las cuchillas de una 
tijera para partir un hierro redondo de 4 cm. 
de diámetro, sabiendo que la carga de rotura 
por esfuerzo cortante es K, = 3500 at. 

249. Determinar el coeficiente de trabajo 
por esfuerzo cortante k¿, del acero semiduro, 
sabiendo que las fuerzas solicitantes de tracción y compresión 
oscilan entre valores iguales y que el coeficiente de Poisson 
es m=10/3. 

250. Una barra redonda de hierro dulce debe resistir con 
seguridad un esfuerzo cortante fijo de 40 t. Hallar el diámetro 
de la barra. 

251. Determinar el valor del esfuerzo cortante necesario 
para partir una viga de madera de encina de 20 em. de anchura 
y 30 cm. de altura, sabiendo que la carga de rotura para dicho 
esfuerzo es K, = 74 at. 

252. Un bloque de fundición de sección rectangular ha de 
resistir un esfuerzo cortante de 80 t. con un coeficiente de segu- 
ridad a 8. La carga de rotura K, de la fundición por tracción 
es igual a 1250 at. El bloque tiene 40 cm. de altura. Determinar 
su anchura. 

253. Un par de madera inclinado 
30" y somelido a la acción de 
la fuerza 1? = 2000 kg. se ensambla 
a caja y espiga con una viga horizon- 
tal del mismo material. La fuerza / 
tiende a desgarrar el trozo de viga 
comprendido entre A y B. Calcular 
la longitud x necesaria para evitar el 
desgarramiento, sabiendo que la pro- 
fundidad a de la caja es igual a 
4 em., su anchura bh = 6 cm. y que 
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el coeficiente de trabajo de la madera por esfuerzo cortante 
es k¿=6 at, 

254. Un perno de sujeción de diámetro d = 50 mm. está 
sometido a la acción de una P 
fuerza de tracción P y está 1 
sujeto por medio de una cha- 4 ES 
veta que atraviesa una ranu- 
ra cuyo ancho es d = 12 mm. 1 
Calcular las dimensiones x, y 
y la carga admisible P, siendo 
los coeficientes de trabajo del doo 
material k; = 1000 at. por tracción y kí = 780 at. por esfuerzo 
cortante. 

255. El valor medio de las tensiones tangen- 


ciales en una sección rectangular de dimensiones bh h 
Y n . 
es T= z siendo Q el esfuerzo cortante. Averiguar 


si efectivamente existen puntos en la sección en 
los que reine esta tensión. 

256. Una sección de forma elíptica y de super- 
ficie dada PF está sometida a la acción de un esfuerzo 
cortante Q. Determinar la relación de los ejes de la elipse para 
que la máxima tensión tangencial de la sección sea lo más pe- 
queña posible. 

257. Una sección circular está sometida a la acción de un 
esfuerzo cortante Q. Hallar el lugar geométrico de los puntos P 
de la sección para los cuales la tensión tangencial es 1/n de la 
tensión máxima de la sección. 

258. Hallar el valor del esfuerzo cortante Q que puede re- 
sistir el perfil de hierro represen- 
tado en la figura, sabiendo que el 
coeficiente de trabajo del hierro 
| por tracción vale k;= 1000 at, 
¿9 (Las medidas de la figura son 
¡ centímetros.) 
' 
l 
z 


a 72 + 
15, 


259. Una sección compuesta 
de dos rectángulos separados (geo- 
métricamente), pero enlazados 

2 entre sí rígidamente, está so- 
Problema 253  Métida a la acción del esfuerzo 
cortante Q. Determinar el valor 

de la máxima tensión tangencial y los puntos en que actúa. 


Problema 259 
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260. El esfuerzo cortante Q actúa sobre 
la sección representada en la figura formada 
por un rectángulo con un hueco interior 
circular. Determi- 
nar la tensión tan- 
gencial en un pun- 
to de la fibra AB. 

261. Sobre el 

Problema 260 anillo rectangular 

F representado 

en la figura actua el esfuerzo cortante Q. Determinar la sección 
reducida F, correspondiente al cálculo de la máxima tensión tan- 
gencial, sabiendo que b: B=h:H=n:1. [Véase fórmula (49).] 

262. Una viga empotrada en uno de sus extremos, de sec- 
ción rectangular de altura h y peso G, 
está dividida en dos partes por su 
plano medio AB. Ambas partes se 
unen entre sí por medio de un perno 
de hierro cuyos extremos se sujetan 
perfectamente con las correspon- 
dientes tuercas. Hallar el diámetro 
que ha de tener el perno partiendo del coeficiente del hierro 
por tracción k;. (Sin tener en cuenta el rozamiento.) 

263, Un triángulo equilátero está sometido a la acción del 
esfuerzo cortante (Q. Hallar Ja tensión tangencial en los puntos 
A y B. ¿A qué puntos corresponde ja tensión máxima y cuál 
es su valor? 

264. El esfuerzo cortante Q actúa sobre el cuadrado repre- 
sentado en la figura en la dirección de una 

z diagonal. Determinar la 
posición y magnitud de 

M, No 


H 
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Problema 261 


ES 


la máxima tensión tan- 

gencial en el contorno 

vw borde del cuadrado, 

así como las tensiones 

en los puntos A y B. 
g 265. Unasección se- 
micircular está sometida 
a la acción del esfuerzo 
cortante Q. Calcular la tensión tangencial Y, en un punto 
cualquiera del contorno. Hallar el ángulo a correspondiente 
al máximo de r, y calcular este valor, 


Problema 262 


Problema 264 
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266. El esfuerzo cortante Q actúa sobre una sección hexago- 
nal. Determinar la fibra MN, para la cual las tensiones tangen- 
ciales son máximas, y hallar su valor. 


Problema 265 Problema 268 


267. Un árbol de anillos está sometido a la acción de una 
presión axial P. Determinar el diámetro 
del árbol y la anchura 5 de los anillos, 
sabiendo que a=d/8 y n= número de 
anillos, y suponiendo que la fuerza P 
se reparte uniformemente entre todos id 
los anillos. (Los coeficientes de trabajo admisibles por compresión 
ka y por esfuerzo cortante k; se suponen dados.) 

268. Sobre un pendolón de madera de anchura b= 10 cm. 
uctúa el esfuerzo de tracción P-= 5500 kg. Este pendolón se 
sujeta a una viga por medio de 
un hierro plano de espesor = 15 
milímetros y un perno de diá- 
metro d sujeto por tuercas. Los 
covficientes de trabajo admisi- 


ble: para el hierro por trac- 
ción, k; ==750 at.; por esfuerzo 


cortante, k¿--600 at.; para la 
madera portracción, k¿-=100at.; 
por esfuerzo cortante, Ki — 10 
atmósferas. Calcular : a) el diá- 
metro d del perno; b) la anchura b, del pendolón ; c) la an- 
chura $ del hierro plano; d) las dis- 
tancias z y 2, 

269. Tres barras rectangulares 
dle o dulce y de espesor d=4 cm. 
(normal al papel) están unidas entre 
sí por medio de un perno de diámetro 
1). Sobre la barra de en medio actúa 
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una fuerza que oscila entre 8000 kg. de compresión y 20 000 kg. 
de tracción, Calcular las dimensiones a y b de las barras, el diá- 
metro D del perno y el grueso del anillo £ de las barras. 


15. Torsión 


.R 270. Una barra empo- 
trada en un extremo (ase- 
Y gurada contra la flexión) 
está sometida al esfuerzo 
Pa de torsión que producen 
P las dos fuerzas 1% y P, 
% 
representadas en la figura. 
Dibujar el diagrama de los momentos de torsión. 
271. Un árbol de transmisión, guiado en sus extremidades, 


está sometido a torsión por las cuatro fuerzas P que actúan en 
los puntos A. Dibujar el diagrama de los momentos torsores. 

272. Un árbol de transmisión de sección circular lleva una 
rueda de 1,2 m. de diámetro, en cuya llanta actúa una fuerza 
de 1860 kg. Delerminar el diámetro del árbol, siendo el coefi- 
ciente de trabajo 450 at. 

273. La tensión de torsión de un árbol de longitud 1 y diá- 
metro d debe alcanzar, a lo sumo, el valor k;. Calcular el valor 
máximo a que podrá llegar el ángulo total de torsión. 

274. Una barra de acero de sección rectangular (4 x 8 cm.) 
está solicitada en su extremo por un par o momento de torsión 
M, = 162 mkg. Determinar la longitud 1 de la barra, bajo la 
condición de que el ángulo Lotal de giro valga a lo sumo 3”. (Mó- 
dulo de elasticidad al esfuerzo cortante, G = 850 000 at.) 

275. Una barra de acero debe tener la longitud conveniente 
para que, al girar una de sus secciones extremas un cuarto de 
vuelta respecto a la otra, la carga admisible de 900 at. no sea 
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rebasada en ningún punto. Hallar la relación de la longitud de la 
barra con su diámetro. (G como antes.) 

276. La resistencia W” que debe vencer la barrena de una 
Máquina de mandrilar vale 
1000 kg. El radio del cilin- 
dro que se ha de mandrilar 
es a == 200 mm., y la longi- 
tud del eje de la barre- 
na, (=1,2 m. Calcular su Y y 


diámetro d, sabiendo que el ángulo total de giro no ha de 


exceder de jo. (Módulo de elasticidad al esfuerzo cortante, 


G += 770000 at.) 

277. Un árbol de sección circular de d = 5 cm. de diámetro 
está sometido a la torsión producida por 
una fuerza JP? que actúa en el extremo de [ ld 
un brazo a =0,8 m. perpendicularmente 1 
al brazo y al árbol, Hallar el máximo 
de P, bajo la condición de que el coefi- 
ciente de trabajo no pase de k/ = 500 at. 
en ningún punto del árbol, 

278, Por el extremo de un rollizo de madera de 1 m. de lon- 
gitud y 10 cm. de diámetro se atra- 
viesa un hierro cuadrado de 2 em. 
de lado formando un brazo de 0,4 m. 
de longitud. En el extremo de este 
lrazo actúa una fuerza /” perpen- 
dicular al mismo y al rollizo. Deter- a 40m | [+20 
minar la fuerza 1: a) primcramen- ! 
te para que se produzca la rotura 1 
del rollizo (K,=42 at.), y b) para L 
que se rompa el cuadradillo de hierro (XK, = 5000 at.) ¿Guál de 
los dos se romperá primero? 

279. Una barra de acero, de sección elíptica (ejes de la 
elipse, b=5 cm. y c--8 em.), dehe ceder a la torsión, por efecto 
de un par M,. Determinar su valor, sabiendo que la resistencia 
máxima de torsión para cl acero fundido 


es K,= 4000 at. IS 


S 


280. Una barra de hierro, de sección IS 
elíptica (« =b,/b= 0,8), está sometida «Y 

en los extremos del eje mayor 2c al efec- 
to de dos fuerzas iguales y opuestas P 
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= 1800 kg. Calcular la dimensión b del eje menor, bajo la con- 
dición de que el coeficiente de trabajo no rebase del admi- 
sible kí = 500 at. 

281. Una barra de hierro de l = 3 m. de longitud y sección 

cuadrada está sometida a torsión 

pi e por efecto de dos fuerzas P=100 kg. 

e + que actúan en su punto medio con 
pa brazos p = 1 m. El coeficiente 

_4 de trabajo admisible por torsión 

es kí = 120 at. Calcular el lado x 
del cuadrado y el ángulo de giro de la seccion media. (Módulo 
de elasticidad al esfuerzo cortante, G=770 000at.) 

282. Determinar la relación entre los ángulos totales de giro 
9, y 9, de dos barras que tengan la misma longitud, volumen y 
material y que estén sometidas al mismo momento torsor, siendo 
una de ellas de sección cuadrada y la otra circular. 

283. Determinar para una sección eliptica de semiejes bh y c, 
sometida a torsión, todos los puntos que tienen la misma tensión 
que los extremos del eje mayor 2c. 

284. Un par de torsión M, actúa sobre una barra de sección 
elíptica, La máxima y mínima carga de trabajo en el perímetro 
de la elipse están en la relación n : 1, Calcular la relación entre 
los ejes b y c de la elipse. 

285. Un árbol de sección circular que da n revoluciones por 
minuto ha de transportar una potencia de N CV. Calcular su 
diámetro, siendo k; el coeficiente de trabajo por torsión. 

286. La superficie de una elipse de semiejes b y e debe di- 
vidirse por medio de otra elipse concéntrica y semejante 
(b,, c,) de modo que las áreas (las de la elipse interior y del anillo 
elíptico) sometidas a igual par de torsión den iguales cargas tan- 
genciales máximas. Hallar la relación de los semiejes a == b,/h 
= (,/c. 

287. De un material que pesa G y cuyo peso específico es 
y se ha de formar un tubo de longitud 1 que resista el par torsor 
M, sin que la carga exceda de kí. Calcular los radios exterior e 
interior R y r. 

288. De un tronco de madera de d = 30 cm. de diámetro 
debe sacarse una pieza de sección rectangular de modo que 
ofrezca la máxima resistencia a la torsión. Esta pieza usada 
como árbol de transmisión da 10 revoluciones por minuto y 
su carga máxima no ha de exceder de kí =9 at. Calcular los CV. 
que puede transportar. 
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289. Un árbol circular de radio r está sometido a torsión. 
Calcular el radio parcial r, de la parte interior del árbol que ab= 
sorbe la n-ésima parte del par torsor. 

290. Una barra cuadrada, de longitud 1 
y sección s*, lleva unida a uno de sus extre- 
mos otra barra del mismo material, de lon- 
gitud a y sección si. En el extremo A actúa 
la fuerza P, y el punto Á experimenta cierto 
descenso. Hallar el ángulo p que debe gi- 
rar la otra sección extrema de la barra s? 
para que el punto A vuelva a su primitiva 
posición. Se tiene s, = s/3, y el coeficiente de Poisson es m=4. 

291. Sobreun gorrón de radio r=4cm. 
actúan una fuerza axial P=20 t. y un 
par de torsión M,= 800 mkg. Hallar 
para un punto A del interior a la distan- 
cia p =2 em. del eje las tensiones princi- 
pales en magnitud y posición. 

292. Unárbol de transmisión de sección 
circular de radio a, que da n revoluciones S 
por minuto, tiene que recibir y transmitir las siguientes po- 
tencias : absorber la N, =3 CV. 
en A y N¿=12 CV. en €, que 4 
provienen de dos motores, Y | -_¿agm-=rk-b med mo 
transmitir N¿=8 CV. en B y 
N,=7 CV. en D a dos máquinas-herramientas. Calcular el 
ángulo total de giro de la barra y dibujar el diagrama de las 
potencias transportadas. 


V. Esfuerzos normales y de flexión 
(flexión compuesta) 


16. Fibra neutra y núcleo central 


293. Hallar la relación que existe entre el área del núcleo 
central de un triángulo eguilátero y su área total. 

294. Elperimetro del núcleo de un anillo circular coincide con 
el círculo interior. Determinar la relación de los diámetros del anillo, 

295. Hallar el núcleo de un hexágono regular. 

296. Determivar el núcleo de la figura adjunta. 

297. Un rectángulo b, h tiene un hueco o aligeramiento in- 
terior en forma de rombo, Determinar las diagonales 2y, 2z 
de éste, con la condición de que el perimetro del rombo coincida 
con el núcleo de la superficie rayada, 


$ 
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Probiema 296 Problema 297 Problema 298 Problema 299 


298. Sobre la viga de sección cruciforme representada en 
la figura actúa una fuerza normal, Determinar el lugar de sus 
puntos de aplicación de modo que no cambie la naturaleza de 
las cargas de la sección. 

299. Determinar el núcleo de una sección angular de lados 
iguales. 


17. Tracción o compresión y flexión (flexión compuesta) 


300. Un muro de altura h y peso específico y, 
experimenta la presión de una altura igual de agua 
(peso especifico y). Determinar la anchura mini- 
ma z del muro necesaria para que la tracción en B 
no rebase el coeficiente de trabajo admisible por 
tracción k;. 
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301. Ln los extremos de un perno corto AB de diámetro d 
están fijadas dos piezas o mandíbulas sobre las 


de trabajo en el perno, así 
como la flecha en su punto 
medio. 

(RR. Stribeck, ZVDI, tomo 51, 
pág. 1445; 1907.) 

302. Una pieza, de sec- 
ción de anillo circular (diá- 
metro exterior D, relación de 

|. diámetros d/D = 6), experi- 

Probtema soy TWenta la acción de la fuerza P. 

Determinar el valor máximo 

del brazo p de la fuerza de modo que la 

carga de trabajo en Ja barra no exceda 

del coeficiente de trabajo del material 
por tracción k¿. 

303. Una barra de sección cuadra- 
da s* lleva en su extremo un travesaño 
cuyos extremos distan a y b del centro del 
cuadrado. ¿Cómo debe distribuirse la 
fuerza total P que actía en los puntos 
A y B para no rebasar la carga admisible 
por tracción k¿? Hallar el valor máximo de 
P y la relación que hay en este caso entre P, y Py. 

304. Un poste de madera de encina, de sec- 
ción cuadrada de 20 cm. de escuadría y 4 m. de 
longitud, está solicitado por la fuerza excéntrica 
P =800 kg. El extremo inferior del poste se su- 
pone perfectamente empotrado. Determinar la 
excentricidad xr, respecto del borde, de la fuerza 
P para tener un coeficiente de seguridad igual a 5. 
(Carga de rotura por compresión, K,=345 atmós- 
leras; módulo de elasticidad, E = 103000 at.) 

305. Un pie derecho de madera de abeto, 
de escuadría s =30 cm. y longitnd l =4 m., sos- 
tiene un travesaño, sobre el que se apoyan dos 
vigas, Solre una de éstas actúa una fuerza P. 
Hallar la resistencia P de la columna, con un 
coeficiente de seguridad igual a 4, la flecha en el 
extremo superior y las tensiones máximas. (Carga 
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ios ee que actúan fuerzas P. Hallar las máximas cargas 
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de rotura por compresión, K¿=280 at.; módulo de elasti- 
cidad, E = 108000 at.) 

306. Una columna aislada de acero dulce de la sección in- 
dicada en la figura (cuatro hierros en ángulo, dimensiones en 
centímetros) y 4 m. de longitud está sometida a la acción de 
compresión de una fuerza excéntrica que + y Sy 
actúa en el punto P. Calcular la resis- 7 
tencia (o sea la fuerza que 
puede resistir), siendo 4 el 
coeficiente de segurid: 
(Carga límite de elastici 
j dad = 2200 atmósferas ; 
| módulo de elasticidad, E 
=—--50 5 2.10%at.) 

Problema 306 307. En una pieza de Problema 307 
sección en cruz actúa la fuerza excéntrica P. tal como indica 
la figura. La magnitud x es desconocida. leterminar la rela- 
ción z/a=z, bajo la condición de que el coeliciente de trabajo 
en la fibra más alejada f sea nulo, 

308. la pluma o brazo de una grúa 
6 m. de longitud, y una sec- 
la por dos hierros en U con 
un m. de il 6 052 cm. y un áreu 

y F =117,6cm2 Su inclinación respecto « 

¿JE Ja horizontal, 2- 707; está empotrada 
jad en A y cargada en BB con P-= 4 t, De- 
terminar las cargas máximas de trabajo 
en posición y magnitud. (E 10% at.) 
A 309. Unperfilnormal T, n.* 15, de luz 1 --4,5 mm. 
está sometido en dirección axial 
a una fuerza de compresión P= 
== 10 t,, que actúa en el plano 
de simetría. Determinar la má- 
xima excentricidad p que puede 
tener la carga sin que el Lraba- 

A jo del material rebase 1000 at. 
(E =2-10% at.; m. dei, J = 735 cm.%; área 
de la sección, F = 20,4 cm.?) 

310. Sobre un perfil normal T, n.* 55, 
cuyas dimensiones indica la figura, actúa una 
fuerza de tracción P en la dirección del eje. [2 
Las cargas de tracción o compresión máximas Problema 330 


CLASS 
ERA 


o RA 
3 
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no han de pasar de 1000 at. Hallar el valor máximo de P. 
(área de la sección, F = 213 cm.?; m. de i., J, =99 134 cm.t; 
J¿= 3488 cm.*) 

311. Hallar la carga total que puede resistir un hierro T 
de 10 m. de longitud y sección como la 
figura, actuando la fuerza solicitante P al 
en el centro de una de las alas y com- Ñ 
primiendo el perfil en dirección axial. La 
seguridad debe ser 4. (Carga límite de 1750 2 Ki = 
elasticidad = 2200 at.; módulo de elasti- ¡SSES3SN3S2 
cidad, E =2-10* at.) Hallarla magnitud y . 
posición de las máximas cargas de trabajo. 

312. Una barra prismática sometida a la acción de una 
fuerza de tracción excéntrica P (brazo de excentricidad p) no 
debe experimentar cargas de trabajo superiores a kí por trac- 
ción y k¿ por compresión. Delimitar la zona de los valores de P 
y Pp que cumplen esa condición en el diagrama P, p. 

(R. Bredt, ZVDI, tomo 42, pág. 694, 1898.) 

313. Una viga sim- 
plemente apoyada está 2 4, 
sometida a la acción z E 
de una carga uniforme- fe" boo 
mente repartida y a la 
de dos fuerzas axiales de compresión R en sus extremos, Hallar 
la ecuación de la elástica respecto al sistema de ejes x, A, y 
y la flecha correspondiente al punto medio de la viga. 

314. Una vigasimplementeapoyada está sometida a la acción de 
una carga uniformemente 
repartida, a la de una 


PA 


fuerza aislada P y a la de ha 
dosfuerzas excéntricas de A ARGULOLACAACUA AC 
compresión R que actúan dc CS 


en sus extremos. Calcular la flecha en el punto de aplicación de P. 
3165. Hallarla ecua- 
ción de la línea elástica _4 RA 


de una viga simplemen d 
to apoyada sometido a Leal 
as cargas que se indi- Ar z ve 


can en la figura. 


VI. Flexión y esfuerzo cortante (flexión sencilla) 


18. Diagramas de esfuerzos cortantes 


Dibujar los diagramas de esfuerzos cortantes en los siguien= 
tes casos : 


316. 
317. 
: P 2 
318. di ATA AA RL 
A EA SS. 
A á 
319. Viga con dos hra- 
se g zos rigidos en los que ac- 
A túan fuerzas axiales. Dibujar 
Lo también la línea de mo- 
8 mentos, 


320. Viga sin apoyos, 
solicitada por fuerzas uniforme- 
mente repartidas Q,, 20, 0, 
que se equilibran entre sí. 


e, 


2 e PA 
321. COMA COETE 
1 7 > j 


ha pe a 


e 2 2 
se. MAA 


O 


Á 


323. 
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19, Flexión y esfuerzo cortante 


324. El cocficiente de trabajo 
admisible por tracción de un roblón 
es kz, el admisible por flexión tiene 
el mismo valor y el correspondiente 
al esfuerzo cortante es k; =0,8 Kf. 
El roblón en sus dos secciones so- 
licitadas ha de resistir a la flexión 
y al esfuerzo cortante con la misma seguridad. Calcular el 


AÍDALA, NGcA 


£. 
SSS5S3 
a 


de los apoyos con la fuerza P. L Y 


es tubular, siendo b:B=h:H=n:1. El coefi- 
ciente de Po ¿A partir de qué relación 1: H 
deberá hacerse el cálculo para el esfuerzo cortante 
en lugar de hacerlo para la flexión? 

326. Una viga empotrada en sus extremos 
está cargada en el punto medio con la fuerza P. 
Su sección transversal es un rectángulo de lados “8 
b y h. La longitud de la viga es 1=4 h. Hallar “48 

ña > ES 
para el punto M del perímetro situado a la 
tancia h/1 de la fibra neutra y en el punto medio 
de la longitud de la viga las cargas principales 0, 9,, 0 €n po- 
sición y magnitud. 

327. Dos vigas iguales están 
empotradas por uno de sus extre- S 

2 MO0s; por el otro S 
2 están unidas por S 
medio de un per- 
no sobre el que 
« actúa la fuerza ; 
P. Determinar * 
la carga tangen- 
cial 7 y el esfuerzo tangencial S que se des- 
arrolla entre ambas vigas. Calcular el diámetro 
del perno adoptando un coeficiente de trabajo 
por esfuerzo cortante de k¿. 
1 328. Un tirante vertical se compone de 
10 elementos de 5 m. de longitud y b=38 cm. 
Problema 928 “le ancho en la forma indicada en la figura. 


Problema 327 
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Los extremos de los eslabones están enlazados entre sí por medio 

de dos tornillos. Del extremo inferior del tirante cuelga un 

peso P=3 t.; el peso específico del hierro es 7,6, y la carga 

admisible por tracción es k; =600 at. Los tornillos son de hierro 

dulce y admiten una carga de trabajo por flexión kj= 1180 at, 

Calcular el espesor x de los eslabones y el diámetro y de 
los tornillos sometidos a flexión. 


329. A uuno de los 
e 


pares de una arma- 
a dura de hierro se une 
9 un montante de 
hierro sometido a 
tracción. El esfuerzo 
P =5000 kg. es co- 
nocido y las cargas 
detrabajo admisibles 
' 3 son: por tracción y 
flexión, k¿=k5=700 
at.; por esfuerzo cortante, k; 40 al. Calcular: a) el diá- 
metro d del montante; b) el espesor b, siendo u =1,25 d ; 
e) el diámetro D de los pernos de unión; d) la anchura B del 
anillo ; e) la distancia 2. 


20. Flexión y torsión 


330. Un eje de transmisión cilíndrico lleva dos poleas € 
y D de diámetros 1 m. y 0,5m. a las distancias indicadas en 


la figura. En la Manta de la C actúa la fuerza P=-300 kg.; en la 
de la D, la fuerza Q, que está en equilibrio con P. Calcular el 
diámetro d del eje, admitiendo los siguientes cocficientes de Lra- 
bajo : por flexión, k; = 600 al.; por torsión, k; = 240 at. 
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331. Uneje de transmisión cilíndrico de hierro dulce apoyado 
en A y B lleva dos poleas € y D 
de radios 0,2 m. y 0,5 m. Las car- 
gas totales que las poleas trans- 
miten al eje son P, =350 kg. y 

, =200 kg. La potencia que 
una de las poleas transmite a la 
vtra es N-=8 CV., el número de 
revoluciones porminuto csn=-80, 
y los coeficientes de trabajo admi- 
sibles son k; =410at. para la fle- 
xión y kí =200at. para la torsión. Calcular el diámetro d del eje. 

332, Una viga de sección rectangular (b, h) está colocada de 
plano, es decir, de modo que su mayor dimensión Ah quede horizon- 
tal. El máximo momento flector M, y el máximo momento de tor- 
sión M, corresponden a la misma sección y se suponen conocidos. 
Del mismo modo son datos del problema los coeficientes de tra- 
bajo, por Mlexión k3 y por torsión ki, así como la relación b;h=n. 
Calcular el valor de b. (El cocficiente de Poisson es m = 10/3.) 

333, Una viga de hierro de sección rectangular (b, h) está co- 
locada de canto, esto es, de modo que su mayor dimensión Ah sea 
vertical. Se dan el momento flector M, y el de torsión M, de una 
sección, Hallar el lugar de los máximos alargamientos de la sección. 

334. En la sección de una viga colocada de canto, rectangular 
(Dih== ), el momento flector M, es igual al de torsión M,, y la 
relación de alargamientos es a, =1. Hallar el máximo alargamien- 
to Emax de la sección en posición y magnitud. 

335. 15] husillo de acero al crisol de una 
prensa de volante tiene un diámetro de nú- 
10 cm.. un ángulo de inclinación de 
14% y un ángulo de rozamiento 
Al el husillo produce una com- 
ón axial P. Calcular P de modo que en 
ningún punto se rebase la tensión o carga 
unitaria de 3000 at. 

33 Un hierro redondo en forma de 
estribo está empotrado en A y B y some- 
Lido en su punio medio € a una fuerza P 4 
100 kg. normal a su] .Calcularelra- g 
dior del hierro, siendo as de trabajo 
admisibles: por flexión, k¿= 1320 at.. y por torsión, kí=X;/2. Hallar 
las tensiones en los trozos AD) y BE y las fuerzas que las originan. 
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VII. Flexión por compresión (pandeo) 


21, Pandeo elástico (teoría de Euler) 


337. La barra AB=! articulada en sus extremos A y B 
y en un punto intermedio C está sometida a la acción de una 


Se 
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fuerza axial PP. Determinar el valor minimo de J? que produce 
el pandeo de la barra, 

338. ¿Qué resultado se obtiene en el problema anterior, 
suponiendo l, =2 1? 

339. La harra AB = 1 está articulada en sus dos extremos 


dl PA 
P Ñ a da le te ye 
* A Bee 
á M didas 
ta la 


AS 


A y B y en dos puntos simétricos intermedios C y D. llallar la 
fuerza axial P? que provoca el pandeo de la barra, 

340, ¿Qué resultado se obtiene en el problema anterior, 
suponiendo |, == ly = 1/32 

341. ¿Qué resultado se obtendrá en et problema 339 su- 
poniendo que 1, -= 1/4, l= 1/22 

342. Una barra prismática, 
de dos secciones escalonadas, 
articulada en A y 13 está some- 
tida a un esfuerzo de compresión. 
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Los m, deí. para los dos trozos son J, y Jz. Hallar la carga total 
de pandeo. 

(F. Jasinski, Annales des ponts et chaussées, Ser. 7, t. 8, 
página 233, 1894.) 

343. ¿Cuál será el resultado del problema anterior, supo- 
niendo que el trozo BC esrigido, es decir, que su m. de i. es muy 
grande respecto al del otro trezo? (Este caso tiene aplicación 
en piezas sometidas a compresión y que tan sólo parcialmente 
poscen rigidez.) 

(HT, Streuli, Schweiz. Bauzcitung, tomo 26, pág. 165, 1895.) 

344. Demostrar que la carga total de pandeo de una barra 
ARBCD, simpleme apoyada en sus extremos y que en ellos 
Liene dos trozos AB 
perfectamente rígidos, e 
idéntica a la de una barra 
cuya longitud AB” es igual 
a la que recorta sobre el 
eje la prolongación de la 
sinusoide de BC y que tiene igual m. de i, que la barra dada. 
(De este modo se tiene en cuenta, en las experiencias de pandeo, 
la influencia de] empotramiento.) 

(Uh. v. Kármán. Mitt. úber Forschungsarbeiten, cuad. 81, 
1910.) 

346. Estudiar la resistencia al pandeo del siguiente sistema 
plano compuesto de tres ba: 
tres barras AO = a, BO=b,C0=c 
están entre si rigidamente unidas en 
el punto O. Las cargas totales son 
axiales y actuan en A, B y C; cada 
varilla es de por sí suficiente para no 
pandearse, y el sistema no experimenta 
flexión plana. Hallar la ecuación de 
condición entre los esfuerzos axiales 
A, 83, C y las longitudes a, b, c de las 
barras para que el punto O salga del 
plano, es decir, para que el sistema experimente una flexión lateral, 

(1. Vianello, ZVDI, tomo 50, pág. 1753, 1906.) 

3416. Una columna vertical, delongitud 1 y sección constante, 
está sometida a la acción única de su peso propio, que vale q 
por unidad de longitud. Determinar el valor de q que provoca 
el pandeo de la misma. 


l es 
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347. Una varilla delgada de longitud [ experimenta 
la acción de una fuerza /? de compresión axial, que es 
mayor que la carga total P, de pandeo. Calcular la fle- 
cha f en el punto medio. 

318. Calcular las tensiones máximas o de la vari- 
lla del problema anterior y dibujar el diagruma de 
las P y 0. 

349. ¿Qué modificación experimenta la fórmula 
de Euler para la carga total de pandeo 


E 
9H 
Prob,s 347 PB 


[véanse fórmulas (83) y (84)], si se tienen en cuenta no solamente 
las tensiones normales, sino también las tangenciales? 
(1S. Lorenz, ZVD1, tomo 52, pág. 827, 1908.) 
360. Demostrar que la ca total de pandeo de una viga 
de celosia como la representada en la figura 
viene dada por la expresión 


1 


sena cota EF, 


4 


siendo la significación de las letras la indi- 
cada en la figura 

361. Demostrar que la carga total de 
pandeo de una viga compuesta de cab: 
y montantes, ta] como indica la figura, viene 
dada por la fórmula 


7 na IE AZ 
MEA 360 (5. Timoshenko, Festigkcitslehre, 1929.) Ec 151 


352. Demostrar que el momento erítico 
de torsión M (con el que se inicia el pandeo) en un alambre 


recto de sección cireular, de longitud ly rigidez EJ, vale 


des 


i 


(A. G. Greenbill, Proc. Inst. Mech. og. 1883, pág. 183.) 
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22. Pandeo plástico. Cáleulos técnicos de pandeo 


353. Una pieza de madera de sección cuadrada de 4 cm. 
de lado está articulada en sus extremos y sometida a com- 
presión. ¿Para qué longitud cesa de ser aplicable la fórmula 
uler? 

354. Determinar la carga de pandeo de un rollizo de madera 
de 1 =3 m. de longitud y d =20 cm. de diámetro, suponiendo 
que por uno de sus extremos está empotrado, y por el otro, ar- 
ticulado, 

355, Una columna hueca de fundición, de radios 12 y 
8 em., se somete a una carga P =90 t. Determinar la longitud Y 
de pandeo suponiendo articulados sus extremos. 

366. Una columna hueca de fundición de 4 m, de altura, 
empotrada en la base y articulada en su otro extremo, debe so- 
portar una carga total de 50 t, con un coeficiente de seguridad 
igual a 5. Se da E= 10% at. Calcular las dimensiones de la 
columna. 

357, Calcular el diámetro 
él del vástago de un émbolo 
sabiendo que su longitud es l, 
que sobre él actúa la fuerza P 
y que el coeficiente de seguridad ha de serigual a 20. Material : 
acero dulce. 

358. Una riostra de madera de 4 m. de longitud y sección 
cuadrada, articulada en sus extremos, está comprimida axial- 
mente con 5000 kg. Calcular su escuadría con una seguridad 
contra el pandeo igual a 1. 

359. Un hierro en U, cuya sec- 
ción iudica la figura, está sometido a 
la acción de una carga central en direc» 
eje. J ga admisible por 
ión es k¿-= 1000 at. y debe _E 
soportar una carga P = 120 (con la “HT 
debida seguridad, suponiendo que un extremo está empotrado, 
y el otro, libre. Determinar la tongitud de la pieza. 

360. Una columna de fundición de /=5 m. de longitud 
y sección anular (diámetro exterior, D==30 cm.; diámetro in- 
terior, d — 25 cm.) tiene articuladas sus secciones extremas. 
Calcular la carga unitaria admisible por pandeo, sabiendo que 
el coeficiente de trabajo por compresión vale kí-= 3800 at. 


00m 


=3 
a 
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361. Un hierro en ángulo, de lados 
iguales, de fundición y de las dimensio- 
nes acotadas en la figura, tiene 3 m. de 
longitud, está empotrado en sus dos sec- 
ciones extremas y sometido a una compre- 
sión central, Determinar la carga unitaria 
de pandeo, sabiendo que la de compresión 
vale kg = 700 at. 

362. Un poste de sección cuadrada 
(a =24 em.) y de longitud l =6 m. 
está empotrado en el suelo y apoyado 
en sus cuatro costados por riostras. 
Hallar la carga total P que puede so- 
portar, suponiendo que toda ella la 
absorbe el poste con un coeficiente de 
seguridad igual a 4, 

363. Calcular la carga Eta P que 
puede soportar una columna de [=-4,5 m. 
da longitud compuesta de cuatro cua- 
drantes (de acero dulce) en la forma 
indicada en la figura. Uno de los extre- 
mos empotrado; cl otro, libre. 
(Coeficiente de seguridad, € = 5; acola- 
ciones en milimetros.) 

364. Hallar la carga total P que 
puedesoportar un apoyoaistado de 8 m. 
de longitud, de sección tubular y de 
acero dulce, sabiendo que la A uni 
taria admisible por compresión es Aj 
= 600 at. y que de clla ha de dedu- 
cirse el coeficiente de seguridad contra 
el pandeo (medidas en centímetros), 

365. Una colunma de acero duleo 
y sección como indica la figura (me- 
didas en centimetros) debe resistir 
una carga total de 163 L. con un 
coeficiente de seguridad 6 4, con- 
tra el pandeo. Las secciones extremas 
están articuladas. Calcular la longi- 
tud de la columna. 

366. Una colunma de 2 m. de 
longitud y sección indicada en la 


2 
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figura debe soportar una carga to- 


t 

T tal de 17t. con el debido coefi- E 

ciente de seguridad. La carga uni- t 

taría «udmisible por compresión cá 

es 800 at, El material es acero 1 

4 dulce, Hallar el valor de x. Se su- 1 

a E pode que los extremos están ar- > 1 
vrohlema 366 ticulados. m8 
de 7 367. Una columna de 66m. Ae 07 


de longitud, articulada en sus extremos, está compuesta de dos 
hierros iguales en U (acero dulee) cuyas dimensiones en mi- 
límetros se acotan en la figura. La carga total que debe sopor- 
tar es P=13 €. Culcular la separación + de los perfiles para 
tener un coeficiente de seguridad e 
contra el pandeo igual a 4. 

368. Una cabria se compone de 
dos piezas de madera AC y BCy 
de un tirante de hierro DC. Las 
piezas de mudera tienen sección 
cuadrada y el tirante es de sección 
circular. Del punto € cuelga un 
peso P=2 t. Calcular el diámetro d A 
del tirante (cueficiente de trabajo p. / 

] 


bi 
1 


por tracción, ki==600 at.) y la 
escuadría de las piezas de madera 6 
con un coeficiente: de seguridad igual a 11. 
369. Una grúa de madera, 
cuya disposición se indica en la 
figura, ticne las siguientes dimen- 
siones: AC CB 
AD=4m. 
en BB vale P 


) peso que acti 
9 t. La sección 
de la viga AB es rectangular de 
lados 35 y 47 em.; da de da tor- 
napunta DC, un cuadrado de 
35 cm. de lado. La grúa está sus- 
tentada en A y D por medio de 
pernos alrededor de los cuales 
puede girar. Calcular: «) la ten- 
sión máxima en la viga AB; > 
b) hallar ta compresión total de la tornapunta DC y determinar 


S 
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la carga total máxima que podrá resistir, siendo la carga de 
trabajo por compresión k; = 80 at.; c) determinar el diámetro 
de los pernos (hierro fundido) A y D, siendo su coeficiente de tra- 
bajo por esfuerzo cortante k; = 480 at, 

370. La ménsula giratoria horizontal AB es de acero dulce, 
tiene 5 m. de longitud, y su sección se compone de dos hierros en 

ángulo de dimensiones 
07 (en centímetros) acota- 
- yl das en la figura, y está 
ni sustentada en A por 
= medio de un perno al- 
EJg rededor del cual puede 
girar y sostenida por un 
tirante CB que tira del 
punto C. El peso propio 
de la ménsula es 100 kg./m. Calcular: «) la tracción y compre- 
sión máxima de la ménsula (coef, de elast., E =2-10%at.; b) la se- 
guridad contra el pandeo, de la misma. 

371. La palanca angular AC del mecanismo de una bom- 
ba recibe la acción d> una fuerza de tracción P que oscila entre 
2t. y 5 t. Se tiene AB_| BC. Los tres tirantes, el árbol D y los 
pernos d son de hierro dulce y la palanca es de fundición de sec- 


ción eruciforme. Calcular : a) los coeficientes de trabajo admisi- 
bles para el hierro dulce, por tracción y por esfuerzo cortante ; 
b) los diámetros d, d,, ó y D; c) los anchos 5 y b,; d) el m, de l: 
Jin de Ja sección transversal MN de la palanca en función de 
B y a (a =0,4); e) el espesor E necesario para tener un cocli- 
ciente de seguridad contra el pandeo igual a 10, 

372. Una viga de 8 m. de longitud, de acero dulce, está 
sustentada y cargada tal como se indica en la figura. Su carga 
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uniformemente repartida vale q = 1000 kg.fm. y la fuerza con- 
centrada en el extremo P=3 t. La sección de la viga es un 
perfil normal en T. En A se apoya sobre una columna hueca de 


fundición de 4 m. de altura, de sección circular, Caleular: a) la 
magnitud y situación del máximo momento (lector; 5) el perfil 
normal T, siendo el coeficiente de trabajo por flexión kj = 700 at.; 
<) las dimensiones de la columna R y r siendo r/Ht=« =7/8 
y la seguridad contra el pandeo igual'a 5. 
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23. Estructuras compuestas 


373. Dos barras de igual longitud y de into material 
de secciones F, y F, y coeficientes de elasticidad y Ey e 


P z p íntimamente unidas entre si y 
A sometidas a la acción de una 
fuerza axial P. Calcular la ten- 
sión producida en cada barra y el alargamiento correspondiente, 
374. Las barras del problema anterior, hajo la acción de la 
fuerza P, deben sufrir tensiones que estén entre si en la relación o. 
Esto es posible solamente si antes de actuar la fuerza las bar 
tienen ciertas tensiones 0,1 y Sy). Calcular estas Lensiones iniciales. 
375. Una barra de hierro sometida a la acción de wnu fuerza 
axial P se recubre de hormigón. Una vez fraguado éste, se retir 
la fuerza P. ¿Qué tensiones se producirán entonces en el hierro 
y en el hormigón? 

376. La sección de una barra de hormigón armado tiene 
F,=4 cm.? de hierro y F,= 120 cm.? de hormigón ; el hierro 
tiene 270 at. de tensión inicial, Hallar el valor de la fuerza axial 
P de compresión que rebajará a cero la tensión del hierro. 

377. Al fraguar el cemento de un elemento de hormigón 
armado se producen compresiones en el hierro y tracciones en 
el hormigón. La contracción del hormigón al fraguar en el aire 
vale e,. Determinar la tracción del hormigón y la compresión 
de la armadura en función de e, y de la cuantía p -= F,/F, de 
la sección. Los módulos de elasticidad son: para el hierro, E,; 
para el hormigón, E,,, y su relación, 

y = EJE, 
Aplicar el problema utilizando los siguientes valores numéricos: 
F, = 400 cm?, F,=3,14 em.? 
E, 250 000 at., E, = 2,100 000 at. 

378. Calcular la fuerza de tracción P a que ha de someterse 
una armadura antes de hormigonar, para que después del fra- 
guado y retirada de la fuerza 1 sean nulas las tensiones en el 
hierro y en el hormigón. 


+, = 0,000062, 
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379. Con objeto de que después del fraguado no se produz- 
can tracciones en el hormigón, se somete durante el proceso la 
armadura a la acción de una fuerza de tracción P que se retira 
después del fraguado. Calcular la compresión del hormigón. 

380. Una columna de hormigón armado tiene una armadura 
uniformemente repartida alrededor de su línea media. Al fraguar el 
hormigón, la longitud ! de la columna se acorta en la magnitud dl. 
Determinar el valor del acortamiento si 
la columna estuviese 
sin armadura. 

381-384. Las figu- 
ras representan sec- 
ciones de pilares de 
hormigón armado so- 
1 metidos a una fuerza 

central de compresión. 
he-----2R==--->] El diámetro 0 de las 
armaduras es muy pe- 
queño comparado con 
la sección. Hallar los 
momentos de inercia 
principales del sólido 
virtual. La relación de y a 
los coeficientes de elas- Problema 384 
ticidad del hierro y hormigón (a compresión) es v. 
385-387. Las figuras represen- 
aa tan secciones de vigas de hormigón 
armado sometidas a flexión. Deter- 
minar la posición de la fibra neutra 
y el momento de inercia para el borde 
superior (trasdós comprimido), su- 
poniendo que 
los módulos K—---- 8 -—---5 
de elasticidad 
son: para el 
hormigón tra- 
bajando por 
tracción, cero, 
y por com- 
presión, Esy; 
S para el hierro, 
Problema 386 E, =v Esa Problema 887 


Problema 384 


Problema 385 


A 


fe 2 
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388, La sección de la viga del problema 385 se supone 
con armadura inferior solamente, Calcular su distancia al centro 


o o 
4 0 
o o 


ea 
Problema 390 


Problema 391 


de compresión. 

389. La sección de la viga del problema 
387, a consecuencia de la rigidez de la ar- 
madura puede absorber un momento flector 
mayor que con otra armadura de igual sec- 
ción, pero que no fuese rígida. Calcular 
este aumento, siendo o, la máxima tensión 
del hierro y J, el m. de i. del hierro res- 
pecto a su eje de gravedad horizontal. 

390. La figura representa, en planta y 
alzado, una columna con doble armadura 
sometida a la acción de la fuerza de com- 
presión P. Hallar la máxima distancia x del 
borde, bajo la condición de que no se pro- 
duzcan tracciones en ningún punto de la 
sección. 

391. La figura representa la sección de 
una chimenea de hormigón que tiene una 
armadura cilíndrica f de radio R. La chi. 
menea está sometida a la acción de una 
fuerza P de compresión en la dirección de 
su eje. Calcular la distancia p de la fuerza 
P al eje de modo que en la sección reinen 
solamente compresiones. 

392. Calcular la compresión máxima 
del hormigón en el problema anterior, 

393. Una columna de hormigón, que 
en dirección de su longitud 1 soporta com- 
presiones o, se zuncha con un anillo de 
hierro. Calcular las tracciones 0, que se 
producen en este anillo y las compresio- 
nes 6% del hormigón en las direcciones 
diametrales del anillo. 

(R. Saliger, Der Iisenbeton, 5 ed., Vie- 
na, 1925.) 

394, Une pieza de madera sometida a tor- 


sión se atravicsa longitudinalmente con dos 
hierros redondos de sección f. Hallar la distri- 
hución del momento torsor M, entre la madera 
y los dos hierros, 
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24. Sólidos de elasticidad yariable 


395. Un alambre sometido a tracción, de radio r, tiene en 
el eje un módulo de elasticidad E, y este módulo crece lineal- 
mente hacia la periferia, donde alcanza el valor Ez. Determinar 
el esfuerzo de tracción P que puede soportar el alambre con la 
debida seguridad, es decir, de modo que en ningún punto se 
rebase la carga unitaria admisible por tracción k;. 

396. Una pieza recta de longitud 1 está sometida 
al esfuerzo central de compresión P. Determinar la 
línea elástica suponiendo que la tensión 0 =P/F se 
distribuye uniformemente en la sección, pero que el 
módulo de elasticidad del material es variable con 
arreglo a la ley 

E=E, (1+az/e), 
siendo a una constante y z la distancia 
al eje de la pieza. 

397. El momento flector M actúa en - 
pe es la sección (simétrica) de una viga recta. 

1. El material no es homogéneo, sino que el 
módulo de elasticidad E es variable según 


y) 


TF 
l 
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la le; 5 
y E=E, (1 +az/e), Problema 997 
Hoi siendo a una constante y z la distancia al eje del 


elemento de superficie que tiene un módulo de elas- 
RRA ticidad E. Detemúlnar 1.*, la tensión a, en el €. d. g.; 
2.”, la posición de los puntos de tensión nula de la sección; 3.?, las 
tensiones 0, y a, en las fibras extremas 5, y Sy. 
(F. Stark, Tech. Blítter, 1907.) 
398, Una sección rectangular, cuyo material 
resiste solamente la compresión, está sometida a 
la acción de una compresión excéntrica P situada 
en el plano de simetría, a la distancia a del borde 
inferior. Determinar la posición de la fibra neutra 
NN y la carga unitaria máxi- 

MA Omáx- 
EY 399, Una sección cuadrada, cuyo mate- 
rial resiste solamente la compresión, está so- 
metida a la acción de una compresión P situa» 
da en el plano diagonal, a la distancia s/2 de 
la arista inferior, Determinar la posición de la 
fibra neutra NN y la tensión máxima Onix. 
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400. Una sección circular, que sólo resiste la compresión, 
recibe la acción de la fuerza 
excéntrica P. Hallar la rela- 
NY ción entre el ángulo a y la ex- 
centricidad p, siendo NN la 
fibra neutra. 

401. Una viga de hor 
migón de sección reclangular 
(sin hierro) tiene un módulo 
de elasticidad constante Ej 

Problema 400 por compresión y otro módulo 
de elasticidad también cons- 
tante E,, por tracción. La relación de ambos números es cono- 
cida. Hallar la distancia y, de la fibra neutra al borde comprimido. 
402. La viga de hormigón del ejemplo 
anterior no tiene módulos de elasticidad 
constantes, sino que obedece a la ley de 
Bach 0” = Ej, e para la región sometida 
a tracción y 0” = Es, e, para la sometida 
a compresión. Demostrar que, en este caso, 
la distancia yy de la fibra neutra al borde 
comprimido no es constante como antes, sino 
que depende del valor de la compresión má- 
xima 9. 
403. Un momento flector M actúa so- 
A bre la sección de una viga de hormigón 
¡ armado (véase fig.). El hormigón obedece a 
| las Jeyes indicadas en el problema 401. Deter- 
| minar la compresión máxima del hormigón. 
A 404. Una viga de hormigón armado de 
h 
i 
| 
Y 


sección idéntica a la del problema 386 está 
sometida a la acción de un momento flec- 
tor M. El hormigón obedece a las leyes del 
problema 401, Hallar las cargas unitarias 
rectas 408 máximas del hormigón y del hierro. 

405. Una viga de sección rectangular está sometida a la 
acción de un momento flector M y una fuerza axial de tracción 
P. El material de la viga obedece a la ley de Hooke [fórm. (13 a)), 
pero los módulos de elasticidad E, y E, por tracción y compre- 
sión son distintos. Determinar la posición de la EnDeA neutra y 
las tensiones o cargas unitarias máximas 0, máx Y 
(R. Bredt, ZVDI, tomo 42, A 694, 1908.) 
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IX. Estructuras hiperestáticas (estáticamente 
indeterminadas) 


25. Vigas hiperestáticas 


x 406. La figura representa una viga empotrada en sus apo- 
yos y sometida a la acción de una carga uniformemente repar- 
tida a razón de q por unidad de 
longitud. Determinar las reaccio- 
nes de los apoyos, los momentos 
de empotramiento, los puntos de 
inflexión de la linea elástica y el máximo momento flector. 
Dibujar el diagrama de momentos. 

407. Una viga empotrada en sus extremos 4 y B está so- 
metida a la acción de una fuerza aislada P de abscisas a y hb 
respecto a A y B y, además, a la de una carga uniformemente 
repartida en toda su longitud a razón de q por unidad de longi- 
tud. Hallar el punto de la viga que tiene la flecha máxima. 

+ 408. Una viga empotrada en sus 
extremos está sometida a la acción dl Pa S 
de dos fuerzas aisladas desiguales P, 
y P, colocadas simétricamente. Deter- 
minar P,, bajo la condición de que en el punto de aplicación 
de P, sea nulo el momento flector. 

409. Una viga empotrada 
en sus apoyos está cargada uni- 
formemente a razón de q kg./m. 
en su tercio central. Calcular el $ 
máximo momento flector y dibujar el diagrama de momentos. 
¿Un qué secciones son nulas las tensiones normales? 

«410. Una viga empotrada en sus extremidades está some- 
tida a la acción de una carga total Q 
repartida de modo que su ley de dis- 
tribución es una recta que pasa por A, 
Hallar las reacciones de los apoyos, los 
momentos Ma y Ma de empotramien- 
Lo, los puntos de inflexión de la elástica y el momento flector 


Na] e — 
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máximo entre apoyos. ¿Qué momento flector habrá de tomarse 
para el cálculo? 
—X 411. Una viga simplemente apoyada, de luz 1, entre apoyos 
y con tramos volados a está sometida a la acción de la fuerza Q 
uniformemente repartida a lo largo de CB=a-+ly a la de 


0 , una fuerza concentrada P que 
T actúa en el extremo D, Cal- 
OA, lO cular la longitud que debe 


O tener a para que la viga pueda 
considerarse como empotrada en B. Hallar la posición y mag- 
nitud del máximo momento flector. Determinar las reac- 
ciones de los apoyos. Aplicación al caso 1=2,5 m., ( = 2250 kg., 
P =1800 kg. 

412. Una viga de madera de 4 m. de longitud, cargada con 
los tres pesos que se indi- 
can en la figura, está em- 
potrada en sus extremos, 
JS La relación de lados de 

la secciónesb:h=1:2 
Determinar b y h, sabiendo que el coeficiente de trabajo de 
la madera por flexión es k;= 50 at, (Se prescindirá del peso 

propio.) 
F 413, En una viga empotrada, de luz 12,5 m. 

1 

1 


300 k 400 300 h 


y sección en doble T (medidas en milímetros), actúa 
alo Ala distancia a = 0,8 metros de uno de los extremos 
¡ una fuerza aislada P, Determinar esta fuerza de 

| manera que la carga de trabajo sea k¿ = 1000 at., 
_1 teniendo en cuenta el peso propio (peso especí- 
fico, 7,8). Hallar la flecha en el punto de aplica- 
ción de P, teniendo en cuenta el peso propio. (E = 2-10% at.) 

414. Una barra de 1 = 10 m. de longitud empotrada en un 
extremo y simplemente apoyada en el otro soporta en su punto 
medio la fuerza aislada P=8 t. Dibujar el diagrama de mo- 
mentos de flexión y calcular el diámetro de la barra, siendo el 
coeficiente de trabajo por flexión k¿ =700 at. Hallar las reac- 
ciones de los apoyos y la inclinación pz de la barra defor- 
mada en el apoyo simple, ¿En qué sección de la barra son 
mulas las cargas normales? (se prescindirá del peso propio). 
(E =2.10* at.) 


Vigas hiperestáticas m 


26. Método de las deformaciones 
(método geométrico) 


415. Una pieza prismática AB =/1, cuyos extremos A y B 
están sustentados en articula- 
ciones fijas, está sometida a la ¡Eecmprro+->>> E] 
acción de una fuerza axial P que 4 
actúa en un punto cualquiera € 
del eje. ¿Cómo se distribuye esta fuerza entre los dos puntos de 
sustentación? ¿Cuál es el recorrido del punto C? 

416. Determinar el acortamiento y las compresiones que 
se desarrollan en un cilindro macizo 1 de acero envuelto por 
otro 2 de cobre al ser ambos compri- 
midos entre las dos placas que se ven 
en la figura. Son datos: P = 40 t., 
d=10cm., D=20 em., E, =2,2-10% at. 
(acero), Ey = 1,1-10*% at. (cobre). 

417. Determinar las tensiones que 
se producen en un perno de acero 1, 
embutido en el manguito de cobre 2 
al dara la tuerca un cuarto de vuelta. 
La longitud del perno es 1=20 cm.: l 
Problema q19 Cl paso del tornillo en el extremo su- 

perior del perno, h=0,3 cm, ; la sec- 
ción del perno, F, =6 cm.?, y la del manguito, F,=12 cm.* 
Los módulos de elasticidad son E, = 2,2-10% atmósferas (acero) 
y Ez = 1,1-105 at. (cobre.) 

418. ¿Qué modificación experimentan las tensiones del pro- 
blema anterior si el perno está, además, sometido a una tracción 
suplementaria de P = 2000 kg.? 

(S. Timoshenko, Festigkeitslehre.) 

419. El peso G cuelga de tres vari- 
llas, de las cuales la de en medio tiene 
una longitud OA = l, y las laterales, 
OB = 0C = lfcos a. Los módulos de 
elasticidad y las secciones respectivas 
son E, y F, para la central y E, F, para 
las laterales. Determinar las tracciones 
totales S, y S, de las varillas y el descen- 
so A del peso. 

420. Dos vigas de longitudes a y b 


BES Von pd 


Proba 417 


7 Estructuras hiperestáticas (estáticamente indcterminadas) 


4— a —— 6-4 EMpotradas en uno de sus extremos, de igual 
AA rigidez EJ, están articuladas en el punto C, 
e del que cuelga el peso P. Calcular el descenso 
del punto C. 
ad “421. Resolver el mismo problema ante- 
cl. 2% rior, pero actuando el peso P en un punto 
cualquiera D de la viga AC. 

422. Dos barras 2a y 2b simplemente apoyadas en sus ex- 

tremos están cargadas uniformemente con 

13 q kg./m. y se unen entre sí en el punto de 

cruce. Calcular la reacción X que ejercen 

mutuamente en dicho punto. ¿En qué rela- 
la ción están las reacciones en A y B? 

(A. Fóppl, Vorlesungen, tomo 3, Fes- 
tigkeitslehre.) 

423. Determinar en el problema anterior la fuerza X que 
actúa en el punto de cruce de las barras, si se carga dicho punto 
y con una fuerza vertical P. 

SY 424. Una pieza empotrada en sus ex- 
S tremos está solicitada por un momento 
torsor M, que actúa en una sección de abs- 
cisas a y b. Determinar la distribución de este momento entre 
los trozos a y b. 
4 425. Una barra de longitud /, cuelga del punto O y su ex- 
tremo inferior no llega a tocar al pun- 
0 to medio de una viga AB =l, sim- 
plemente apoyada. Se une luego el 
punto medio de la viga con el extre- 
mo de la barra, levantando aquélla 
convenientemente, Calcular la tensión 
total $ que se produce en la barra. 
(Sin tener en cuenta los pesos propios.) 

426. El punto medio de una viga 
simplemente apoyada AB=l, está 
enlazado con el extremo de una barra 
de longitud l, que cuelga del punto O. 
En dicho punto medio actúa un peso P. 
Calcular cómo se distribuye este peso 
entre la viga (Pa) y la barra (P,), asi 
como la flecha f. (Sin tener en cuenta 
los pesos propios.) 


Método de das deformaciones 3 


+ 427. La viga del problema ante- 
Tior está apoyada en otra también 
simplemente apoyada de longitud ly 
normal al plano del papel y atorni- 
llada a ella en el punto C. Determi- 
nar la distribución de la carga total 
P entre las vigas y la barra, así como 
la flecha del punto C. (Sin tener en 
cuenta Lo pesos propios.) 

a 428, El peso P actúa en el pun- va 
to medio ina viga de tre ba e ve 
mos AD=1=3a. Calcular las í 1 5 
reacciones de los apoyos en A y B. FTC (om 

3 429. El mismo problema anterior, pero siendo la fuerza 
solicitante una carga P uniformemente repartida sobre el tramo 
medio. 

430. Un peso P insiste sobre una 
viga empotrada en un extremo y sim- 
plemente apoyada en el otro. Hallar las 
reacciones en los apoyos A y B y el 
momento de empotramiento Mg. 

431. Los pesos P car- 
gan simétricamente sobre y 
la viga continua de dos y] 77 
tramos representada en la “== lo ==" ----2 ne 
figura. Hallar la reacción y el momento flector en el apoyo B. 

432. Una viga empotrada en un , 
extremo y libre en el otro está se ATT 
metida a la acción de una carga Y—————_————g 
uniformemente repartida. Hallar las WF-- 
reacciones de los apoyos A y B y el momento de empotra- 
miento en B. 

433. Una viga de longitud ! y sometida a una carga unifor- 
memente repartida de q kg./m. 
está sustentada con dos ar- 
ticulaciones fijas, pero que 
distan verticalmente h del eje * 
de la viga. Determinar el empuje H que se desarrolla en las 
articulaciones a consecuencia de la carga dada. (Se tendrán en 
cuenta las fuerzas longitudinales.) 


434. Dos varillas AC y BD tienen sus extremos A y Bem- 


Ro--a- 


74 Estructuras hiperestáticas (estáticamente indeterminacias) 


A 


-= Ppotrados y los otros dos CD articula- 
dos a una tercera varilla CD, En los 
y puntos C y D actúan los pesos PyQ 
S Las longitudes de las varillas son l, l, y 
Sh, y sus m. dei, J, J, y Jo Hallar las 

1Q reacciones en los apoyos A y B, los mo- 
mentos de empotramiento Ma y Mp, la tensión total S en la 
varilla CD y el descenso o flecha f de los puntos € y D. 

435. La figura representa un semipórtico articulado con 
una fuerza P que actúa en el dintel. Determinar el empuje ho- 
rizontal H, las componentes verticales de las reacciones en las 
articulaciones Va y Ve y el momento flector máximo en el dintel. 


9] 
| E y, e 
a 
e — 
pi : 
la 
Problema 435 Problema 436 


436. El mismo problema, pero con el dintel cargado unifor- 
memente a razón de q kg.fm. Determinar H, Va y Vc. 
¿xx 487. Pórtico sustentado por articulaciones con una carga 
concentrada P en el dintel. Determinar H. 


Problema 437 Problema 438 


x 438. Resolver el mismo problema anterior, pero con una 
carga uniformemente repartida de q kg.m. sobre el dintel. 
439. La figura representa un pórtico empotrado con una 


El trabajo elástico en las piezas rectas 75 


carga q kg.fm. uniformemente repartida 
sobre el dintel. Determinar las reacciones ¿ 
en A y D (es decir, Va, H, Ma) y los mo- 
mentos flectores en B y C. (El módulo de 
elasticidad es el mismo para el dintel que Y, 
para los montantes. Los m. de i. son 
dy Ja dy) Ho 
440. Las fuerzas P actúan en los puntos 

medios de los lados AB y CD de un bastidor rectangular. Los 

e lados AB= CD=2a tienen un m. de i. J 
A £_. y un módulo de elasticidad E; los lados 
AC= BD=2a, tienen un m. de i. J, y 
un módulo de elasti- 
za, Cidad £:,. Calcular los 1 


CO 
y, 


momentos flectores 
. Ma en los vértices 4 

-4 y las flechas fp en 
los puntos de apli- 
cación de las fuer- 
Problema 440 zas P. Problema 441 
(F. Grashof, Theor. d. Elastiz. u. Festigkeit, 2 ed., 1878.) 
441. Un pórtico articulado en A y D está sometido a la 
acción del viento que carga a razón de q kg./m. sobre uno de los 

montantes. Determinar las reacciones en A y D. 


pe 
> 


27. El trabajo elástico en las piezas rectas 


442, Una barra de hierro de sección cuadrada de 2 cm, de 
lado está sometida a un esfuerzo de tracción P = 4000 kg. 
Calcular el trabajo elástico que absorbe cada cm.? del material. 
(Módulo de elasticidad, E = 2.10% at.) 

443. Una barra de hierro dulce de longitud 1 = 2,5 m., cuya 
sección es una elipse de semiejes hb =4 cm,, c =3 cm., experi- 
menta un alargamiento de 41 <= 0,05 cm. Hallar el trabajo elás- 
tico de la barra. (E = 2.10% at.) 

444. Una barra prismática de longitud l sección F y peso G 
cuelga libremente de uno de sus extremos. Calcular el trabajo 
elásticc debido al peso propio. 

445. Un cuerpo de igual resistencia a la tracción respecto 
4 su propio peso, cuya longitud es 1, sección inicial F, y peso 
especifico y, está sometido a la acción de la fuerza central P. 
Calcular el trabajo elástico, 


26 Estructuras hiperestáticas (estáticamente indeterminadas) 


446. Dos barras de igual longitud y material, 
de pesos G, y G,, situadas una a continuación de 
otra están cargadas con la fuerza P. Hallar la mag- 
nitud de P, bajo la condición de que cn ambas barras 
el trabajo elástico por unidad de volumen sea el 
mismo. (Primeramente de un modo general; 
después para G,=2G,.) 

447. Un cono circular recto, de altura h y 
peso G, cuelga de su base cuyo radio es r y está 
sometido tan sólo a la acción de la gravedad. 
Calcular el trabajo elástico. 

448. La fuerza P actúa en la base superior de 
1d un tronco de cono. Ballar el trabajo elástico 
de Ja fuerza, despreciando el peso propio 
del cono. 

449. Hallar el trabajo elástico en una 
viga simplemente apoyada y cargada cn 
su punto medio con una fuerza que pro- 
duce la flecha ¡. La sección es constante. 

450. Calcular cl trabajo elástico en 
una viga simplemente apoyada y cargada con una fuerza aislada 
en función de las expresiones del momento flector. 

451. Una viga simplemente apoyada, de sección constante 
(m. de i. J respecto a la línea neutra) y de longitud 1, está car- 
gada uniformemente con q kg./m. Calcular el trabajo elástico. 

452. La carga uniformemente repartida del problema 461 
se extiende solamente en una longitud a contada a partir de un 
apoyo. Determinar el trabajo elástico, 

453. Calcular el trabajo de deformación de la viga del pro- 
blema 451 en función de la flecha en el punto medio. 

454. Calcular el trabajo elástico de una viga simplemente 
apoyada y cargada uniformemente con q por unidad de longitud 
y, además, con una fuerza aislada P de abscisa cualquiera. 


455. Hallar el trabajo elás- 
1 - Á tico en una viga simplemente 
4 Bo. Pr 8 apoyada y cargada tal como 
» z 
7 


Problema 446 


Problema 448 


e indica en la figura. 
A 466. Calcular el trabajo de 
deformación de una viga simple- 
Sc” 'P mente apoyada, sometida a la ac- 
dl le ción de la fuerza P que actúa en 


mn A A £ el extremo del trozo volado BC. 
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457. Hallar el trabajo elástico k====-=-=-==b======--- 
en una viga simplemente apoyada 
en un tramo volado y sometida a 
una carga triangular, 

458. Una viga ¿mplent dh 
apoyada de sección rectangular 
está sometida a la acción de una fuerza aislada. Determinar el 
trahajo elástico debido exclusivamente a las tensiones tangen- 
ciales, 

459, Una barra redonda simplemente apoyada está cargada 
uniformemente con q kg./m. Calcular el trabajo elástico de las 
tensiones tangenciales. 

460. Calcular el trabajo de deformación de las tensiones 
tangenciales en una viga de sección rectangular sometida a 
flexión por una carga cualquiera. 

461. Hallar el trabajo elástico de una barra empotrada por 
uno de sus extremos y cargada en el otro con una fuerza P. La 
barra tiene sección circular y su forma es la de un 
sólido de igual resistencia a la flexión. 

462, Úna barra de corta longitud l, sección F 
y radio de giro i está sometida a la acción de una 
fuerza P inclinada a respecto al eje. Calcular el tra- 
bajo elástico. 

463. Una viga empotrada en un extremo, de sec- 
ción constante y simétrica (m. dei. J), 
está cargada desde su extremo libre 
hasta una distancia a con una carga 
uniforme q por unidad de longitud. 
Calcular el trabajo elástico. 

464. ¿Cómo se altera el resultado del problema anterior si 
se supone que además actúa en C una fuerza aislada P? 

465. Hallar el trabajo de deformación de una viga empo- 
trada en un extremo y simplemente apoyada en el otro, cargada 
en su punto medio. 

466. Calcular el trabajo elástico en una viga empotrada en 
sus extremos, cargada con una fuerza P que dista a y b de los 
apoyos. 

467. Un árbol de transmisión de longitud 1 y radio r experi- 
menta un giro total de torsión p% por la acción de un momento 
torsor M. Hallar el trabajo elástico que absorbe el árbol. 

468. En la prensa de volante del problema 335, el disco S 
efectúa por su acción de volante revoluciones rápidas, a conse- 


S 
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cuencia de las cuales el husillo ABC produce una compresión 
fuerte que se utiliza en la placa C destinada a estampar metales. 
Sea P la presión transmitida por A. Calcular el trabajo elástico 
que absorben el husillo y el bastidor de la prensa. 
(Schlesinger, ZVDI, tomo 53, pág. 287, 1909.) 
469. Según O. Intze (Wochenschr. d. VDI, tomo 7, pá- 
gina 446, 1882), para el hierro, el diagrama 
de los alargamientos e y las tensiones co- 
rrespondientes o más allá del límite de 
proporcionalidad puede representarse apro- 
ximadamente por una parábola de vértice 
E. Calcular el trabajo elástico en una barra 
estirada, de sección F y longitud 1, some- 
tida a la acción de una carga P que la so- 
0 + e licita con esfuerzos superiores al límite de 
% proporcionalidad. Se suponen conocidos la 
carga de rotura por tracción K,, el alargamiento de rotura ep y 
la carga límite de pro-porcionalidad dp, 


28. El principio del trabajo olástico mínimo 
(principio de Castigliano) 


4470, La viga AB = 2a cargada 
uniformemente con g kg./m. está 
colgada de las tres barras A, By 
de igual longitud y sección. Calcular 
los esfuerzos de tracción que se des- 
arrollan en las barras, 

471. Una viga está simétri- 
camente colgada de cuatro va- 
rillas de longitud 1 y secciones 
Fi Fa Fa F, y cargada en su 
punto medio con la fuerza P. De- 
terminar los esfuerzos de tracción 
en las varillas, suponiendo que la 
viga os rígida, esto es, que sólo son 
. elásticas dichas varillas, 

A. 472, ¿Cómo se modificará el resultado del problema anterior, 
suponiendo que la viga también es elástica? (¡Resolverlo, además, 
por el método de las deformaciones 1) 

473. "Tres barras del mismo material, de longitudes 1,, la ly 
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y secciones F,, F¿, Fy» articuladas en sus extremos superiores 
soportan conjuntamen- 
te la carga P. Se dan P 
los ángulos de posición 
Ayo Ur Ag. Hallar los 
esfuerzos totales de s) 
tracción en las barras. 
474. El entramado 
regular, compuesto de 
seis varillas articuladas 
entre sí, representado 
en la figura, está solicitado por tres fuerzas iguales P que están 
en equilibrio. Todas las varillas tienen la misma sección y son 
de idéntico material, Hallar las tensiones totales S y S,. 
5 476. Un entramado compuesto de seis varillas articuladas 
entre sí está solicitado por cuatro fuerzas P y Q iguales dos a 
lo dos que actúan en los vértices exterio- 
res. La sección y el módulo de elasti- 
cidad de las varillas son iguales. 
Ss, s Hallar los esfuerzos de tracción o ten- 
siones totales S, S, y Sy. 


Problema 473 


Problema 474 


Y 


Vroblema 476 Problema 476 


476. Determinar las tensiones totales de las varillas del 
entramado representado cn la figura, que contiene una varilla 
superabundante y es cargado disimétricamente. Las 
secciones de las varillas intas; el material es el mismo. 

477. Un entramado forma- 
do por seis varillas de la misma 
sección formando un trapecio 
con sus dos diagonales está soli- 
citado por cuatro fuerzas igua- 
les P. Hallar las tensiones totales 
de las varillas, 

478. Determinar el cmpu- 4 
je H y los momenlos de empotramiento del pórlico del proble- 
ma 439 aplicando el principio de Castigliano, 
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479. La sección de un puente de hierro 
se compone de una vigueta transversal 
AB =21 (sección F,, m. de í. J,) unida 
rígidamente a dos montantes AD y BC 
(m. de i. Ja) y de una riostra CD (sec- 
ción Fa) articulada a los montantes en los 
puntos C y PD. Las fuerzas solicitantes P ac- 
túan simétricamente sobre la vigueta transversal AB. Calcular 
la compresión total Ef que se produce en la riostra CD, (11 
módulo de elasticidad es cl mismo para todas las piezas.) 

480. Un entramado en for- 
ma de trapecio de lados desi- 
guales está solicitado por las 
fuerzas P, y P,. A y Bson nudos 
rígidos, Cy D sou articulacio- 
nes. Todas las varillas ticnen la 
misma sección. Calcular las ten- 
siones totales S, Sy, Sa y Sy asi 
*p como los momentos de cmpolramiento 
Mm mnAy Bo 

481. Un bastidor cuadrado está soli- 
citado por Jas fuerzas P que actúan según 
una de sus diagonales. Hallar las tensio- 
nes totales S de los lados y los momentos 
de empotramiento en los vértices M, y A 

(E. Grashof, Thcorie der Elasti 
und Festigkeit, 2 ed., 1878.) 

482. Un bastidor ACDB, articulado en los 
puntos A y B y formado de barras de la misma 
sección F, está so= E 
licitado por la fuer- “A 
za P que actúa en € 
con una inclinación —> 
«a respecto a la di- 
rección AB. Deter- => 
minar las tensiones totales de las 
varillas y los momentos en los —> 
vértices € y D. » 

483. El pórtico representado 
en la figura está empotrado en A pa 
y B y articulado en €. Sobre él Problema 489 
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actúa en dirección horizontal una presión de viento de q kg./m. 
Calcular las reacciones en los empotramientos A y B (o sea H,, 
Vi, M, y Va, H,, Mo), tos momentos My y M, en los vértices D 
y E y la fuerza que obra en la articulación C. Todas las piezas 
son de igual sección y módulo de elasticidad. 

481. Un bastidor de máquina 
en forma de trapecio isósceles está 
solicitado por la fuerza P que actúa £, 
en el punto medio de la cabeza su- 
perior, Las dos cabezas son tan ro- 
bustas que su deformación es des- 
preciable, El bastidor descansa sobre 
un suelo perfectamente rígido. Cal- 4 
cular los esfuerzos S que sufren las barras laterales y los mo- 
mentos M, y M, en los vértices A y C. 

185. Las cabezas AC y CB 
de un pórtico triple sustentado 
por apoyos articulados están so- 
metidas a la acción de una carga 
uniformemente repartida de q 
kg./m. El nudo € es articulado. 
Calcular los empujes horizonta- 
les H, las reacciones en A y B, 
asi como el momento M, en el 
vértice A. (El módulo de elasti- 
cidad E es el mismo para todas 
las piezas.) 

486. El triángulo isósccles A BC 
está arriostrado con la barra CD =c€ 
unida rígidamente a la viga AB en el 
punto D. El triángulo está solicitado 
por las fuerzas horizontales HH y las 
verticales P, Q, R, indicadas en la y 
figura. Determinar los esfuerzos S, en 
CD, S¿ en AC, S¿ en BC, S¿en AB 
y el momento en el punto D. 

(L. Vianello, ZVDI, tomo 41, pág. 1275; 1897.) 


A 
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29, La derivada del trabajo elástico 


Los problemas que siguen se resolverán utilizando la ecuación (103) 


487. Calcular las flechas corres. 
pondientes a los puntos de acción de 
e las fuerzas P y P,. 

488. Calcular la fecha bajo la 
fuerza P en una viga simplemente apoyada, de luz 1 y momento 
de inercia J, siendo a y b las distancias de P a los apoyos. 

489. Calcular la flecha, bajo la fuerza P que actúa en el 
punto medio de una viga simplemente apoyada, de luz 1 y mo- 
mento de inercia J, cargada, además, uniformemente con q kg. 
por unidad de longitud. 

490. Calcular la flecha / en el punto de acción de la fuerza P 
que actúa sobre una viga empotrada en sus extremos, de luz 1 
y m. de i. J, siendo a y b las distancias de P a los apoyos. 

491. Una viga desección cons- 
tante se apoya simplemente en A y 
B y está solicitada en C por la 
Suerza P. Calcular la fecha de) 
punto €. 

492, Un resorte de espesor hi y planta 
Irangular (véase la figura) está solicitado 
por la fuerza P que actua en el vértice. 
Hallar la fecha en dícho vértice. 

493. Caleuwar la flecha en el punto 
de acción de la carga P, en el problema 430. 

494. Una viga simplemente apoyada está solicitada por 
una carga uniformemente repartida. Calcular la flecha f en up 
punto que diste a y h de los apoyos. 

(Véanse más problemas de aplicación en los párrafos 30 y 31.) 


X. Varillas delgadas de directriz curva 


30. Problemas isostáticos 


195. Una varilla cuyo eje es un arco de circunferencia de 
radio oy está sometida a la acción de la fuerza P axial 
«ue actúa en el centro de las secciones. Hallar la ecua- 
ción de la línea elástica y la flecha f en el punto medio. 
496. Un muelle circular se corta en una sección 
quedando sus extremos separados por el segmento f. 
Calcular las fuerzas P necesarias para conseguir ese 
efecto. (Teniendo en cuenta las fuerzas axiales.) 


Probe 493 Problema 49 Problema 497 


497. Una varilla el sa en forma de cuadrante está em- 
pottada en uno de sus extremos 4, y en el otro B actúa una 
fuerza P con la inclinación x respecto a la 
vertical. Calcular las componentes horizontal 1% 

y vertical del desplazamiento de B, E 

198. La varilla elástica A B, que tiene for= 
mit de arco de circunferencia, está sometida a 
la acción de la fuerza vertical P actuando en 
el punto B, Determinar las componentes hori- 
zoytal u y vertical f del desplazamiento de PB. 
x 499, Una plancha semicilíndrica 
pesada, de poco espesor, reposa so= 
bre un plano horizontal perfectamente p 
liso. En los puntos A y B han de 
setuar dos fuerzas horizontales P que 
impidan el aumento del diámetro “1B provocado por el peso. 
Calcular el valor de las fuerzas P. 


NA 


S 
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A 500. Un anillo elástico se corta en dos secciones diametral- 
mente opuestas A y B ponjendo en ellas 
sendas articulaciones. En los extremos 
del diámetro CD (normal a AB) ac- 
tuanlasfuer- 
zas de com- 
1) ¿g presión P. 
Calcular las 

variaciones 

de longitud 

que experi- 

” mentan los 
diámetros 

Problema 500 AB y Cb. vroblema 501 


501. Un alambre elástico está arrollado en la forma 
ADECFDB que indica la figura. Se cuelga del punto C y se 
carga en cada uno de los puntos A y B con pesos P. Calcular 
lo que ge aproximan y lo que descienden dichos extremos. 
A502. Un depósito cilíndrico de longi- 
tud 1 se corta por la generatriz A. Calcular 
la abertura que tomará la fuga A a causa 

A de la presión interna p (por unidad de su- 
perficie) actuando en el depósito. 

503. Un resorte semicircular está 
empotrado en A y sometido en Ba la 
acción de una fuerza P en la dirección 
del diámetro A B, y además experimen- 
ta una presión exterior p (por unidad 
de longitud). Calcular cuál ha de ser 
esta presión para que el punto B no 
salga del plano AZ, y calcular además 
el desplazamiento de B, el máximo 
momento flector que sufre el resorte 
y la sección de momento nulo, 


31. Problemas hiperestáticos 


504. La fuerza P actúa en la articulación 
y ¡B de unión de un fleje formado por dos cua- 

rantes de cireunferencia. Hallar en magnitud 
y dirección el desplazamiento del punto B. 
(E. Brauer, Festigkeitslehre, 1905.) 
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505. Una varilla elástica 

y delgada ACB, formada por 
dos semicircunferencias, tiene y 
sus extremos A y B empotra- A E 
dos verticalmente. Hallar an 
descenso del punto €, bajo la 
acciónde la fuerza vertical P. 
--X' 506. Un anillo elástico, arriostrado con un tirante diame- 
tral AB, está sometido a la acción de las fuerzas P. Calcular los 
momentos flectores en B y C, y la tracción total S del tirante. 
x507. Las dos fuerzas P/2 actúan en los 
|? extremos del diá- 
metro horizontal de 
un anillo elástico 
apoyado en D. Ha- 
á g Mar el alargamiento 
y el acortamiento de 
los diámetros res- 
pectivos AB y CD, 
asi como el máximo 
momento flector 
que sufre el anillo. 
508. Un depósito cilíndrico de pared 
delgada tiene la sección indicada en la figu- 
ra. En el interior reina una presión p Gor 
unidad de longitud de perímetro). Hallar 
el máximo momento flector y los desplaza- 
mientos de deformación en los puntos A y B. 8 
(M. Westphal, ZVDI, t. 53, pág. 383, 1909.) 
24 509. Un tubo de pared delgada se apoya 
sobre un plano horizontal por una de sus gene- 
ratrices y está sometido a la acción de su peso 
propio. Hallar la ley de variación del momen- 
to lector y determinar especialmente los pun- 
tosen que dicho momento es máximo y es nulo. 
$10. Unrecipiente cilíndrico delongitud / 
está parcialmente lleno d> líquido. Calcular 
la fuerza normal (axial) y los momentos flec- 
tores en las secciones € y D, despreciando 
el efecto de empotramiento de los anillos de 
sujeción o cierres laterales del recipiente. 
(E. Brauer, Festigkeitslehre, 1905.) 


Cc 


P 


S 
Problema 506 Problema 507 


A 
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51. Una viga A $ empolrada en sus 
exlremos y cargada uniformemente se 
sostiene por su punto medio 4 en un arco 
semicircular empotrado en € y D. Calcu- 
lar las reacciones y los momentos de cm- 
potramiento en los puntos A, B, C, D. 

512. El arco parabólico ACB de luz 21 =a+b está so- 
metido a la acción de la fuerza aislada P (de abscisas a y b). 
Calcular el empuje horizontal 77, suponiendo que el m. de i. 
en una sección cual- 
quiera Mes igual 
a Jy sec a, siendo ¿y 
elo mí de 35. en la 
clave €, y « da in- 
clinación de la tan- 
gente en M. 

$13, JResolver el problema anterior, suponiendo que hay, 
además, otra carga simétrica a la P y que las articulaciones A 
y B están enlazadas con un tirante de hierro de sección J". 

514. Un arco parabólico de flecha h y luz 21, articulado en 
sus apoyos, está sometido en su punto medio a la acción de la 
fuerza aislada P. El m. de i. J de una sección cualquiera 
es igual a J, sec a, 
siendo Jy el m. de i. 
en la clave, y a la 
inclinación de la tan- 
gente. Calcular la 
deformación f en la 
clave, 

b16. Un arco parabólico empotrado en sus apoyos A y B 
está sometido a la acción de una carga repartida a razón de q 

por unidad de lon- 

gitud de la cuerda 
“My AB. La sección del 
arco es Constante. 
Calcular los momen- 
tos de empotramiento Ma y Mg y el empuje horizontal H. 

$16. ¿Qué modificaciones experimenta la solución del pro- 
blema anterior cuando el arco ticne, referido a los ejes coorde- 
nados que pasan por €, la ecuación F (E, 9) = 0? 


XI. Resistencia dinámica 


32, Tensiones en sólidos móviles 


517. Una varilla prismática de longitud 1 y peso específico y 
gira alrededor de su extremo (en un plano horizontal. Hallar 


el número de vueltas por minuto n nece 
unitaria de trabajo tome el 
518. Una ba 


a de sección variable 


y terminada por uno de sus extremos 
tr 


con una bola de peso G gir: ledor de 
un eje que pasa por su otro exLremo con 
la velocidad angular «1. lallar la ley de 
variación de las secciones FF en función 
ale la distancia ¿e al eje para que la ten- 
sion 9, sea igual en todas ellas. 

519. Un anillo delgado de peso G gira 
idrededor de su diámetro vertical CD con 
la velocidad angular cv, Calcular los esfuer- 
zos normales y los momentos flectores en las 
secciones €, B y D, y la variación de lon- 
situd de los diámetros AB y UD, 

(E, Brauer, Festikejtslehre, 1005.) 

520. Una barra DA =1 de peso G está 
articolada en cl punto O y se abandona 
ala acción de la gravedad. Calcular, en 
sección N, a la distancia y de O el mo- 
mento flector AL. Víallar la sección corres- 
pondiente al valor máximo del momento 
Hector, 

528. Caleular en el problema anterior 
el esfuerzo cortante en la seeción N y deter: 
minar la sección en que dicho valor es n 

52%. Determinar en el problema 620 el 
en una ¡ón cualquiera 
reposo en su posición inicial a. 


ario para que la carga 
'or a, y el alargamiento de la varilla. 


A 
Problema 530 


nerzo normal S 
. sabiendo que la barra parte del 


S8 Resistencia dinámica 


523. Una varilla semicircular rigida gira alrededor de uno de 
sus extremos A con velocidad angular constante w sobre un plano 
horizontal perfectamente liso. Hallar la sección correspondiente al 


mento flector máximo. 
mus y (E. J. Routh, Dynamik, t. 1, 1898.) 


P==——— do — 524. Una varilla, sin peso, que 
4, ch su extremo lleva el peso G gira 
¡A TA alrededor de su otro extremo A 


con una velocidad angular w cn un 
plano horizontal y se detiene súbitamente por efecto del obs- 
táculo B. Hallar la sección de momento flector máximo y el 
valor de éste. 

525. Un volante que da n revoluciones por minuto se para 
repentinamente sujetando un punto B de uno de sus radios. 
Hallar el momento flector máximo que sufre el brazo. 

526. Una barra ÁC = 1de sección constante y peso ( gira 
alrededor de uno de sus extre- 
mos A con una velocidad angu- 
lar w sobre un plano horizontal, 
y se detiene repentinamente 
por efecto del obstáculo Ba la distancia AB = 21/3 de A. 
Hallar la sección donde se desarrolla el máximo momento flec- 
tor y calcular el valor del mismo. 

527. Un émbolo de peso G, y su 

5 vástago de peso G y longitud l son ac- 
cionados por la fuerza K y toman una 
aceleración b. Calcular en este instante 
el esfuerzo normal $ en una sección 
cualquiera y del vástago. ¿A qué sec- 
ción corresponderá el máximo de $? 

528. Una barra AB de 

g peso G y longitud 1 se mueve 
accionada por dos manivelas 
iguales r. Las velocidades 
angulares w de ambas mani- 
velas son iguales. Además, 

AB= 0,03. Determinar el 

momento flector M, el esfuer- 

zo normal S y el cortante Q 
en una sección cualquiera N de la barra, a la distancia x del 
punto A debido a las fuerzas de imercia, y hallar las secciones 
donde son máximos y mínimos estos algoritmos mecánicos. 
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529. Una barra AB =1 de masa G/g está unida al punto O 
por intermedio de dos varillas a y b, 
que se suponen sin peso, y gira alre- 
dedor de dicho punto O con una velo- 
cidad angular constante w sobre un 
plano horizontal perfectamente liso. 
Calcular el momento jlector M, el es- 
fuerzo normal S y el esfuerzo cortan- 
te Q en una sección cualquiera N de 
la barra. Hallar las secciones en don- 
de M es máximo y S y Q mínimos. 


A Y) 2 530. Del punto medio 
O de una viga A B cuelga 
una campana cuya oscila- 
ción máxima forma con la 
vertical el ángulo a. Calcu- 
lar el momento flector y el 
esfuerzo normal en la sección O de la viga. 
Hallar la posición de la campana que produce 
mayores tensiones en la misma. (Se prescindirá 
de los esfuerzos cortantes que la regla sufre,) 
531. Un resorte helicoidal de radio 2r,su- 
jeto en sus extremos A y B, produce en estos 
puntos esfuerzos P,. En estas 
condiciones, se hace que el sis- 
tema gire alrededor de un eje 
perpendicular a AB, con la ve- 
locidad angular constante w. 
Determinar en un punto cual- 
quiera P del resorte la fuerza 
elástica P en función de x, y 
los esfuerzos Pa y Py en los puntos A y B. 
(M. Tolle, ZVDI, tomo 42, pág. 1994; 1908.) 
$32. En el resorte del ejemplo anterior se supone P, = 0 y 
además el extremo A libre. Determinar el desplazamiento del 
punto A producido por el giro, y la fuerza elástica en el punto B, 


33. Vibraciones elásticas 
533. Se hace vibrar una varilla recta empotrada en un ex- 
lremo y libre en el otro. ablecer la ecuación diferencial del 
movimiento vibratorio y determinar el número de oscilaciones 
por segundo (o frecuencia). 


90 Resistencia dinántica 

534. Una masa M está sujela al extremo libre de una viga 
empotrada por su otro extremo, de longitud £ y m. de i, de la 
sección .J, que efectúa oscilaciones de periodo T, Demostrar que 
el módalo de ela idad de la viga es 

la qe 


E=a= 


spreciando el efecto de su propia ma 

535. Una masa M4, sujeta al punto medio de una viga sim- 
plemente apoyada, de luz Í, efectúa oseitaciones de periodo P. 
Demostrar que la rigidez de la viga 


prescindiendo de su masa propk 
536. Demostrar que la frecuen 
ciones en 27% segundos) de una ve 


e me 


jeyidr () 


Cuando en el punto 2, se sujeta una masa adicional m que oscila 
con la varilla, el valor de (0% es 


Jes yodz 
Teyrdx ima) 


en — 


(1) 


y =y() es la ecuación del movimiento 
vibratorio (determinada o conocida, salvo un factor constante), 
EJ es la rigidez y e la musa por unidad de longitud. Las inte- 
grales se extienden a toda la longitud de la pieza. 

[Estas ecuaciones pueden utilizarse para el cáleulo aproxi 
mado de las vibraciones, sustituyendo en vez de y = y (Y) una 
expresión cuya forma se aproxime a la efectiva y que satistiga 
especialmente a las condiciones límites,] 

537. Demostrar que la frecuencia o número de oscilaciones 
por segundo en una viga simplemente apoyada, de masa My 
que Jleya en su punto medio una masa m, viene dada aproxima 
damente por 


as ecuacione: 


638. Demostrar que el número de oscilaciones por segundo 
en una viga de masa M, empolrada por un extremo y que en el 
otro libre lleva una masa 7a, viene dado por 


n 
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539. Demostrar que el número de oscilaciones por segundo 
en una viga de masa M, empotrada en sus dos extremos y 
que en el punto medio leya una masa m, viene dado por 


e ZE 
R=235 V (mi 13 M/35)0 


540. Una viga simplemente apoyada, de masa M, debe 
soportar en su punto medio una máquina de vapor de masa m. 
Determinar el m. de i, de la sección de la viga, bajo la condición 
de que el número de revoluciones n, de la máquina sea 1/p del 
número de oscilaciones de la viga 

541. Una viga de peso G descansa sobre un plano horizontal. 
Después de sujetar convenientemente sus extremos, se retira súbi- 
tamente el plano. Hallar Ja flecha máxima S 
y el período de las oscilaciones de la viga, 

542. De un alambre de radio r y lon- 
gilud f cuelga una varilla que leva en sus 
extremos dos esferas pesadas que están 1 
en equilibrio. Se hace girar la varilla el án- 
gulo p y, al soltarla, efectua oscilaciones 
cn un plano horizontal, Determinar el pe- 
ríodo. (Se tendrá sólo en cuenta el m. de i. J de las esferas.) 

543. Un cable vertical de longitud 1 y de peso y por unidad 
de longitud efectúa oscilaciones de alargamiento y contracción 
en el sentido de su Jongitud. ln un cierto instante, » es la velo- 
cidad de su punto inferior. Determinar la tracción total del cable 
a la distancia x det punto inferior y en el punto superior. 

544. Demostrar que el número de oscilaciones por segundo 
(uscilaciones de alargamiento y contracción en sentido radial) 
en un anillo circular elástico, de densidad p y de radio medio r, 


viene dado por 1 
zar Ve 


34, Resistencia al choque 


n 


Definición. Si Q es la carga súbita o dinámica que actúa sobre una 
viga, y nQ la carga estática que produce la misma deformación clástic: 
en el mismo sitio, n recibe el nombre de factor dinámico [véanse las ec 
ciones (106) a (112). 

545. ¿Qué valor tiene cl factor dinámico cuando una carga ac- 
túa súbitamente con todo su valor, pero sin velocidad? (Poncelet.) 

546. Demostrar que la inversión súbita del sentido de una 
carga produce una deformación triple que la de la misma carga 
supuesta estática. 


a Resistencia dinámica 


e 647. Elextremo libre de una viga 
de luz 1, empotrada por su otro ex- 
tremo, está sostenido por un apoyo 
aislado y soporta el peso P. Calcular 
el descenso f del punto Á en el ins- 
tante en que se retira súbitamente 
el apoyo. 
ÍS 548. El esfuerzo de tracción de 
un hilo telegráfico 
es S, Calcular la fuerza que producirá flexión 
en cada poste al romperse el hilo. 

549. El cable del problema 73, además 
de su peso propio soporta una carga de 
nieve de q, por unidad de longitud. Supo- 

niendo que 
de Te. 8 la nieve cae repentinamente 

del cable, éste se recoge y 

toma una flecha menor hy. 

Calcularla. 

560. Hallar cl valor que podrá alcanzar la fuerza P del pro- 
blema 371 para que al romperse el tirante AC sobrevenga tam- 
bién la rotura del brazo de fundición AB, cuyo ancho B vale 
4,6 cm. (Carga de rotura por flexión, K, = 2580 at.) 

561. El peso Q cac de la altura h y choca 
contra la sección inferior de una barra prismática 
de sección F, longitud 1 y peso G. Hallar el factor 
dinámico. 

(A. Zschetzsche, ZVD!, tomo 38, pág. 139, 1894.) 

552. Una barra de prueba sometida a la acción 
de una carga estática se rompe al cabo de 10 mi- 
nutos, con un alargamiento ¿$ =0,25. La misma 
barra sometida a la prueba dinámica se rompe a 

los 0,0025 segundos con el mismo alargamien- 
e to Hallar las velocidades de alargamiento 
en ambos casos, 
£ (R. Planck, Forschungsarb. a. d. Gebiete 
des Ing.-Wesens, cuaderno 133, 1913.) 

553. Sobre una pirámide truncada de 
altura 1 y secciones extremas F, y F, cae 
desde la altura h un peso Q. Calcular el fac- 
tor dinámico. 


S 


Gn 
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554. En el interior de un cilindro hueco de 
fundición de longitud [= 4 m., diámetro exterior 
D=12 cm. y diámetro interior d =8 cm., hay 
otro cilindro también de fundición, de la misma lon- 
gitud y de diámetro 4 =5 cm. Este último cilindro 
cac recorriendo una altura h=3,8 m. y choca con- 
tra una arandela que Jleva el primero, Hallar la 
tensión máxima que se produce en el cilindro hueco 

a consecuencia del choque. (Módulo de elas- 

ticidad, E = 10% at.; peso especifico, 7,5.) 

555. ¿De qué altura máxima deberá caer sobre el 

21 |ó5 suelo una barra prismática de longitud | y peso G para 
que en ningún punto se rebase la tensión oy? El suelo 
se supone rígido. — (E. Brauzr, Festigkeitslehre, 1905.) 

556. Un peso Q cae desde 
una altura h sobre el extremo ed 
libre de una viga de luz [ y peso 
G empotrada en el otro extre- ===> 
5 mo. Calcular el factor dinámico. > 7772 17 $ 
557. Una viga de madera, de luz [= 2 m., altura 20 cm. y 
ancho 15 cm., está empotrada en uno de sus extremos. Del ex- 
tremo libre cuelga un peso Q = 100 kg. ¿De qué altura podrá 
dejarse caer este peso para que la carga máxima que se produzca 
en la viga no exceda de k, —= 265 at.? (Módulo de elasticidad, 
E 120000 al; peso específico de la madera, 0,5 kg./dm.*) 
558. Una viga de peso Q cae des- 
de Ja altura h sobre dos apoyos incon- 
movibles A y B. Determinar el fac- 
tor dinámico. 

569. Un peso Q cae desde una 
altura Ah sobre el punto medio de una 
viga simplemente apoyada, de luz 1 y 
peso G. Calcular el factor dinámico. 

(A. Zschetzsche, ZVDI, tomo 38, 
pág. 134, 1894.) 

560. Un perfil de hierro laminado (altura 24 cm., sección 

transversal 46,4 cm.?, m. de i. J = 4288 cm.*, peso por 
+ metro lineal 36,2 kg. y luz [== 6 m.) está simplemente 
y 


apoyado en sus extremos. Del punto medio cuelga un 
peso Q = 1000 kg. ¿De qué altura deberá caer el peso 
para que se rompa lu viga? (Carga de rotura por 
flexión, K£, = 5000 at. ; módulo de elasticidad, E = 2-10% at.) 
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561, Una viga empotrada en sus extremos, de peso 6, ex- 
perimenta el choque de un peso Q que cae de una altura Á en la 
sección de abscisa a contada desde «uno de los apoyos. Hallar el 
factor dinámico, 

562. Un lubo de fundición de 5 m. de longitud, 30 em. de 
diámetro exterior y 24 de diámetro interior, está empotrado 
en sus dos secciones extremas. A la distancia a = 1 m. de uno 
de los apoyos se deja caer sobre el tubo un peso Q =400 kg. 
Hallar la altura de caída necesaria para que la carga uni- 
taria o tensión de 700 at. no sea rebasada en ningún punto 
del material. (Peso especifico, 7,5; módulo de clasticidad, 

E=10% at.) 
¿0 563. Un hierro redondo empotrado 
y en uno de sus extremos, de peso P y 
ik radio r, lleva en el otro un brazo q, 
sobre cuyo extremo ( cac un peso Q 
desde la altura h. Hallar la máxima 
tensión que se produce en la barra, 

564. Una viga simplemente apoyada, de peso G, recibe en 
su punto medio el choque de un peso Q. Determinar el movi- 
miento oscilatorio de dicho punto expresando la flecha y en 
función de) tiempo. Hallar el máximo valor de y. 

(A. Gessner, ZS. d. óst. Ing. u. Arch.-Ver., tomo 58, pá: 
gina 665, 1906.) 

565. Una barra prismática, de peso G, que cuelga libremen- 
te, recibe en su sección inferior el choque de un peso Q que cae de 
una altura A (véase la figura del problema 551). Hallar el alarga- 
miento máximo de la barra y la velocidad máxima del mismo. 

566. Una burra prismática, de peso G, cuelga libremente y 
se apoya en su sección inferior de tal manera que por su propio 
peso no experimente alargamiento alguno. Suponiendo que se 
retira súbitamente el apoyo, calcular el alargamiento de la barra, 
el período de oscilación y la máxima velocidad del extremo de 
la barra, 


PARTE SEGUNDA 


Soluciones 


1. Las tensiones o y Y actúan en el área e y/2% 3 51. Cortando el prisma 
por el plano diagonal y estableciendo las ecuaciones de equilibrio para el 
trozo inferior, tendremos 


a Pa 
PARTI VRT, de donde 0 
y 
b ES Pb 
PDF R VETO, de donde 1 > 


. P hd 
O bien, inmediatamente de la ec. (1), 0 = senta, y asen a cos a, siendo 
senú = apar b, cosa =b/yal + ha, 


2. Las componentes de las tensiones tangenciales respecto a dos planos 
perpendiculares entre sí son esencialmente iguales en magnitud; luego 


T sen « = 7, Sen 4,, de donde r/x, = sen 4,/sen e 


3. Yl fragmento A BC está sometido « un régimen y] 
clástico plano [ec. (1)). Considerando una sección cual- 

quiera por el eje, se halla que el esfuerzo tangencial por 

unidad de longitud es P = pr. Por lo tanto, el esfuerzo — 4 8 


Langenciat en la cura BC vale P cos «a, y como la su- 
perficie es 5/sen «, la tensión tangencial en BC valdrá 
En E sen a-cos re, Este valor es máximo para a = 452. 


sido comprobado por 1.. Gúmbel en mu- ¿Y 
s que han estallado en el campo. 


Pp 


4. Sila carga tangencial en la e; 


AB ha de ser mula, la ecuación (2) 
nos da 


cos 2a=0D, osea  a=afá. 
La carga normal en Ja cara AB vale 
0=Tsen 24 = 7. 


5. En cuda cara 4) actúa una fuerza normal P, = PA/2 y, por lo tanto, 
una lensión normal 0 = Pjaby2. régimen eláslico es homogéneo, es 
decir que para todos los planos elásticos AD se tiene 


Plabyl y rev 


a 


Soluciones 


6—10, 
6. Sean a y 7 las tensiones en AB; observemos que 7, debe actuar tam- 
bién en la cara AC; el equilibrio del prisma ABC segín la co. (2) dará 


a=r,sen2a,  T=1,00824, 


de donde 


pr y y-2e 

7. Considerando el equilibrio del prisma AJIC se tiene 
as Pceosa +0 Pp 
= ES 


absen a 


8. Sienlacara DÁ actúa t,, actuurá también con el mismo valor en 4 

Si se escriben las ecuaciones de equilibrio proyectando sobre la normal a AC 

y sobre la propia dirección AC, se tienen pura las tensiones normal o y tan- 
gencial 7, según la ec. (2) 

14 =0,Se0 ua — 7 


sen 24 =— 31,96 al., 
Sta: 


Y = 0, Sena cos a ---T, 00524 = 


la tensión resultante es, pues, 
Pp=yT+ a 


y su inclinación respecto a AC, tg 9 = 0/1, de donde p = — 81* 441127, 


32,3 at 


9. Aplicando la ec. (2) se liene 
9,=0, 0, =—PyP (compresión), 7, = Py EF, 


de donde 
P, P, 
o =7esen2a— 7 cost a, 


Ecos 2a + Te son u cos 


Para las tensiones principales, r = 0, de donde 


tg24 = —2 PP, = —2 a, = 58% 16' 50%, 
8 ; Y Zara dor; 


los valores de las tensiones principales son : 


0, = + 68,8 at. correspondiente al plano 4, 
0, =—161,8 at. » E e 


y 


10. Obsérvese que el estado elástico está igualmente determinado por 

0, 1» Ti que por 01 7, 71: Consideremos entre ambos plamos um prisma 
rectangular y establezcamos para él las condiciones de ey 

librio. En la cara derecha del prisma debe actuar también 
fa carga tangencial y, mientras que la normal es descono- 
cida. Proyectando las fuerzas sobre la cara derecha del 
isma e igualando a cero, se tiene (según las direc 


pi 
B der y 7) 


=13+1tgu. 


o a o 
A =1+riga obien y 


MÁ 


Soluciones 11-14. 


11. Considerando un prisma rectangular entre ambos Puno en la 
cara de la derecha deberá actuar la carga tangencial 7” 2 la hacia abajo 
y una carga normal desconocida. Proyectando todas las fuerzas sobre la 
Vertical tendremos, para que haya equilibrio, 

$ cos a -— T sen a —0' cos a —T' sen a = 0, 
de dunde 
0 =(r + rta 


12. Las proyecciones de p sobre las dos direcciones 5 
principales son, según la ec. (4), 0" 


p.cos (4 — 4) = 0, sena, 
Pp sen(Ó — 4) = 0, cos a 


de donde 


1 (8—a) - E cotga 


tg a + 0, cotg a 


el valor correspondiente de la tensión es 
p=vyo0ísenta + oj costa = y/3, 0, 


y su inclinación respecto al plano es 


13. De la ec. (3) se deduce la ecuación del lugar de N 
0 =0,C081 Pp 4-0, sentp, 
siendo o y p las courdenadas polares. (p = 90% —a,) 


14. Se divide el prisma en otros dos rectangulares iguales por medio 
de un plano, por ejemplo perpendicular a 7,. En este plano actuará la ten- 
sión tangencial x, y la normal desconocida a. El equilibrio de uno de Jos 
prismas para Ja dirección 7, nos da 


7, +0 sena cosa + T,costa — 1, senta == 


y lo mismo en el otro prisma para la dirección 7, 
Ta + 0 sena cos a + 7, sen? a —7, costa = 0, 
Eliminando o se obtiene para a = 60% 


Ta A Ta + 7 o. 


7. WitrENBAUEK: Problemne de Mecnica. 1L. 


15—18. Soluciones 
15, La demostración se deduce de las ec. (3), que pueden escribirse asíé 


+0 
32- 


EE 


sen2 u. 


Obsérvese, además, que en la figura + OPN =2 4, OP = (0, +0,)/2 
y PA=PB=PN= (0, —0,)/2. Esto sentado, las ecuaciones pueden 
deducirse directamente de la figura. 
16, a) Para tracción sencilla se tiene 0, > 0, 0, =0 
b) Para compresión sencilla » 06=0,0,<0 
c) Para esfuerzo cortante puro + 01=70 0, =— To. 


Los círculos de tensiones se representan en la figura adjunta. 


17. Sean 0;,, 9,, 0, las tensiones principales del punto M; 4), by, c, los 
cosenos directores de la normal n, ; 4,, da, c, los de n, ; las componentes de 
la tensión p, respecto a los ejes principales serán 


Prz = 010, Piy = di07 Pis = (10m fee. (5) 
y la proyección de p, sobre n, es 
MPa + br Pry CP = 0101 bd, 0, + 0,0405: 
La misma expresión se obtiene proyectando p, sobre n; ambas proyeccio- 
nes son, pues, Iguales. 


18. Sean 0, 04, 0, las tensiones principales del punto, y 41, bs, es los 
cosenos directores dela normal al plano correspondiente a p,; según la ec. (5), 
tendremos 

n= ++ qa 
y del mismo modo  pj=ujo0j + bio] +03 
Mn=a03 + bio] + oh 


Como los tres planos son pormales entre sí, resulta 


d+ara=b5-h+tbh=d+04G=1, 


o sea PL=+ ph p3= 0 +03 +07; 


esta ecuación no varía escogiendo otros planos cualesquiera normales 
entre sí. 


E 


Soluciones 19-21. 


19. Con las mismas notaciones del problema anterior, según la ee. (6), 
tendremos 


0 + dj0, +0, 
ao +30, +00, 

0, =0301 + D30, — c10,, 
y por la misma razón que untes, se deduce 


0 +0, +0,=01 +0, 05, 

es decir que la igualdad no varía para tres planos cualesquiera normales 

entre sí que pasen por el punto. 

20, Según las ec. (5) y (8), la tensión total del plano 4 BCD es 

p=ar0r+btoj4 cta, 

y la tensión nornal, 
0=0%0, +b%0, +00, 

en donde 


Jl 2 y. 0, 
espa 0 > 


" 
Pin 


Su tiene, pues, 


y a Dj n 

a o E ; 
además, según la ec. (7), * = p*—0*, o sea que la tensión tangencial en 
el plano ABCD será 


Y1, Sir, actúa en el plano... =, forzosamente actuará también en el x p 


y esto mismo es aplicable a r,. El plano zy tiene, pues, una tensión 
tangencial 


T= TFR = 10 
Su ángulo con x se deduce de la ccuación Lg (r,2) == $ y es igual a 
2894 21% E 
Siendo 9 una tensión principal y a, b, e sus 

cosenos directores, se verifican las ec. (8) 

(5,0) "br, + rr,=0, 

Te + b(0,--0)407,=0, 

Ur, 0 br, (0-0) 0. 


Poniendo 
G¿=0, 04=0 7,=0, 
queda 
40 cry 0, br—er,=06. 
at, rór, +c(0,—0)=0, ta) 

y eliminando «, b. e resulta la igualdad 
la 0 —r, 
05 —r, 0100, —01 + 110. 
E 


. Te m—oe 


— M— 


2224, Soluciones 


Por lo tanto, las tres tensiones principales son 


o, ca 
a=7+ VE +" =29:23 21, 


e 


9 
A VE 


+8=—97,2B at., 0, = 0; 


de la última de las cc. (8) y las dos primeras de las ecuaciones (a) se 
feduce 


e = c08 (0, 2), 


A 
ya yr 
de donde 
3 (61,2) = 29 46%, 
% (014 2) = 29" 46" 4 909, 
+ (01,1)=0. 
La superficie de tenslones se reduce a vna elipse de semiejes 0, y 6. 
22. De la ec. (5) 
0=00, + 60,00, 


se deduce 
¿=o MN, y=bMN, [=cMN, 


siendo la ecuación del lugar buscado 
S£A+7o+Po=+1 
que es una cuádrica con centro. 


£8, Como la tensión resultante p del plano tiene por componentes la 
normal o y tangencial 7, la componente 1 de 7 es 


Ty Py —0Oz, 
o sea utilizando las ec. (5) y (6) 


1,2 0(01—0) =a(0(0 +0 +0) (00, +10, 400) 
= a (b(6, —0)) + (0, —0,)), 


y del mismo modo 
Ty = blo (0, —0,) + 0% (0, —00), 7, = 00, —0) + Do, —0), 
resultando 

A A 

24. Siendo a, f, y los ángulos de 11 con las tres direcciones principales, 
las proyecciones de p sobre ellas son [véase ec. (5)] 
Py =0,C054, Py=0,C05fÍ, p¿==0,C0s7. 

Por lo tanto, las coordenadas del punto P son 

E= MN «cosa—p. n=MN=cosB—P,, ¿ =MNÑ-c0s y — Pa, 
9 sea E=lo,—ojc5a, y=[(0,—0)cosB, ¿=0 


— 100 — 


Soluciones 25—27. 


De la ecuación costa 4 cost $ = 
de los puntos P la elipse 


— costy = sen*3' se deduce para Jugar 


cuyo plano es normal a 0,, y cuyos ejes tienen las direcciones de las tensiones 
principales 0, y Oz. 


26, Se tiene A=0—0, Ed=CA-sena, 
= OA 0D =0--(0 + 09/12, 
DT = DEr 1+ DAr—2E4-DA+sena, 
de donde 1? => (0, --0,)M4 + ur (a, —0,) (01 —0,), siendo a =c0s a. 
Del mismo modo se obtiene poniendo DR = DF = fi 
TH= (01 — 0) 4 + (01 —0,) (0,03) con e= cos). 
Llamando, «demás, 


«RDD,=yw DD =m= 


e 0,+0 
y ODen="3>, 


resulta R=Tr4+m--2rmc0sp, 
ORI mr ri nt + 2 rn cos Y, 


010, 


de donde E 
moOR'= (4 mn) (m + M—ar], 
y sustituyendo las expresiones de /m, R, F, Fi, 


OR = ar. + bro] 4 ct 03 =p? con D* == 1—ar— ct = 05 B [según la 
ecuación (5)] 


Además, 
OP en +reosy=n + 


y sustituyendo las expresiones de m, AF, fi 


OP ee ara, + b10, + 000, =0 con be 1 a — (7 = cost A [según la 
ecuación (6)). 


Finalmente, PR = y/pt—0Í = 1 (según la ec. (7). 
26. La superficie de tensiones es una esfera de radiv k. Los planos que 
sutren solamente tensiones tangenciales envuelven un cono cuyo eje tiene 


la dirección de 0,. y cuya abertura es 90% Lus tenslanes tangenciales en 
estos plmos valen ke 


27. Si pes la tensión total de un pla- 
no que pasa por M, y 9 su componente 
normal, la tangencial será 

epa 
y, por lo tanto, según las ec. (5) y (0), 
n=: dopo — (ato, + dro, 
SS 


o teniendo en cuenta que 


ar hs dect O 


A ET A AS 


FEE 


28-35. Soluciones 
Las coordenadas del punto N son 


no at 


ar y- 


% or, 
o sex que (0 ayy? oyo tato jay 1 


es la ecuación de la superficie de los puntos N. Sus intersecciones con los 
planos de las tensiones principales son hipérbolas equiláteras. 


28. Suponiendo 0, > 0, > 0,, el vértice S de la hipérbola de intersec- 
ción con el plano (9,, 0,) es el punto que está a la mínima distancia de M, 
Resulta así que Tayx = 1/MS* es la máxima tensión tangencial en M, y 
vale (6, —0,)/2; su plano es perpendicular a MS. 


03). Si por ella 


20. La recia y está situada en el plano principal (9% 0), ¿ 
fi jrectores a, b, e, 


pasa un plano arbitrario e, cuya normal tiene por cosenos 
ésta será perpendicular a g, y, por lo tanto, 


ay? +0 2 0, 
o —0, + rr 


Ahora bien: en el plano £ actúa una tensión tangencial T, cuya compo- 
nente en la dirección de 0, tiene el siguiente valor (véase probl. 28): 


Ty = b [e (0, —0,) + «* (0, —01)]. 


Teniendo en cuenta la ecuación anterior entre « y €, se deduce 7, = 0, 
esto es, que la tensión tangencial del plano e está situada en el plano (01, 04) 
y coincide, por lo tanto, con la recta y. 


BO. li = 1(1 4 €) 2 4,004 me 


BL 6 ta, 000243. 


h—1_ 0,535 


9, en 
BM. £= 1 


= — 000187. 


1,01 
BO E 0,000, 


7 TY 
84. Los alargamientos en dirección de las Lres aristas sow 


= 0,0005, - 0,0005 ; 


Es 000), e, 


y la dilatación cúbica será, por lo tanto, 


E= EL 164 E == 0,0008 [vén 


e eo. (12). 


36. Siendo €1, £2, €, las dilataciones de las Lres aristas, d la longitud de 
la diagonal antes de la deformación y d, después de la misma, se tendrá 


d=i mint, 
di=B(14+ e 400 (l rey + 10 (1480 
y despreciando las segundas potencias de las dilataciones, 
di=b mn 2 (Be, 4 me, + ea) 


— 102 — 


Soluciones 36—39. 


La dilatación de la diagonal será, por lo tanto, 


di—a VE Eme e, 
d -V1+2 OS 


y como el segundo término bajo el radical es pequeño, 


e= 


Pe, + m a 
ar = 0,012. 


sea DB =AT=d, AR=s=dVB; la longitud de AB des- 
la deformación será 


q q 
“> vi Me OA, 
y despreciando las segundas potencias de las dilataciones, 
d dz, 1 
s=3VIF28 20 =3V2 + 3120 —ed; 


por lo tanto, la dilatación de AB será 


36, 
pués 


id 


==. y Y $5). 


y 


Las caras AB y BC son normales entre sí antes de la deformación, después 
forman el ángulo /2 — y, siendo y la distorsión. 
tiene, pues, 


RABO) = 3 n= IS E 
y despreciando los productos de las cantidades pequeñas, 
Y" 1er 
ca e te e e. ds 
, : (que son los 


torsiones de los pures de planos inclinados 71/4 respecto a 
ciones principales) 


Br Ye, 


5 las dillutaciónes jales son iguales, la máxima distorsión es nula 
Y» Por lo tanto, todas distorsiones serán nulas. 


38. Sem Jas coordenadas de un punto de la recta 
r=al, y=bl, 2=cl 


Introduciendo en el £ de la ec. (11) el factor ar + DY + € 
ecuación del lngur que se busca 


= 1, resulta la 


XML, — E) + gr les 6) + 2M(e, 8) =0, 


que representa va conv de segundo grado. 


39. Como las dilataciones son nulas 


, la Atrección de los ejes, la dila- 
tación según una dirección arbitraria a, k 


c será, según la ec. (1 


e= bey, Cay, 1 aby, 


¡5 


40—.42. Soluciones 


Las tres distorsiones son 


7, =—3 segundos de arco = 0,0 000 145, 
, 2 + =-10,/000029, 
» » + = 4 0,0000 193 


además, los cusenos directores de la diagonal MX son 
Mx)=2/v438, be cos (NMy)=3/V38, c=cos (N Mz) =5/438, 
r e = 0,000 004 9. 


a cos (A 


de donde 


40. Según la cc. (10), se tiene 
Ey =(0% + bic) + patbe + ca + ab) 
o bien 
belrca+ad=0. 
Siendo x = al, y = bt, z = cl, resulta para lugar buscado el cono 


yi+ zx zp=0. 


41. La dilatación €, según ec. (10), toma el valor 


Embrla + bc 


La dilatación principal máxima e, se obtiene cuando a + d + ces máximo, 
teniendo en cuenta que siempre ha de verificarse la igualdad 


ar dd 


Resulta así 
armb=a=04, y £=3€ 
Siendo a, D,, c, los cosenos directores de otra dilatación principal €,, se tiene 
a4+b0+00=0, 
o ses 
(a 4d ec 0, 
y, por lo tanto, e, =< 0. Del mismo modo £, <= ll. 


42. Sea a el cateto, h la altura del triángulo; antes de la deformación, 
h= ajy/Z, y después de la misma, 


a s 
e r—[730 —+n] > 
de donde, despreciando las segundas potencias de las cantidades pequeñas, 


ht 


h=RvVUFIG FIAR 2 e, 
Y Y 


y, por lo tanto, la dilatación en dirección de la altura será 


n= 
eta + e. 


Solaciones 4346. 


1/2 — y el ángulo abrazado por Jos catetos después de la deformación; 
tendremos 


1 
sengla—»] <= 


poniendo sen (y/2) = p/2; cos (y/2) = 1, y despreciando las segundas 
potencias de las cantidades pequeñas, resulta 


y=2(8, ¡ En). 


48. La solución es análoga a la del problema anterior; resulta, pues, 


5 
y Fla— e) + ¿le —e. 


44. Consideremos un elemento polar del cilindro, 
de radio q. El par de fuerzas Pp produce tensiones 
tangenciales que se reparten uniformemente en la 
superficie 219 h del cilindro de radio o y altura A. 
Se tiene, por lo tanto, 


P 
e 
unto AY relativamente al, M experimenta un 
dies] zamiento de = ydg, siendo y — v/G (véase la 
1 fátstorsión) del 


ec. (13 b)] la variaci 1 ángulo recto 
Sm Md. 1 deslizamiento de E serd, pues, 


0 [reo ol Al 


46. En primer lugar, las tensiones en las tres caras son 


BC.0= = 150 at, 


— 730 
AB. 53" — 28 al. 


Por lo tanto, según la ec. (16), las ailataciones de las aristas son 
TM. es = 134.10 
mi = — 72.104 

y M0, 


CM 


46. Poniendo las tensiones principales 


0=0,=0,=p, 


47—52, Soluciones 


y las dilataciones principales [según la ec. (12)] 
E =5=8=e/9. 
cada ec. de las (15) da 
Sp 
m3 E. 
Con los valores dados p =-— 20 at., e = — 10—* se tiene 


mm 


47. La solución, como en el problema anterior. Resulta 


mE 
m=D" 


48. Como el volumen no se altera, la dilatación cúbica e es nula; por 
lo tanto, según la ec. (12) y (15), 


m+0+0=0 


k= 


y 
0, =---400 at. 


49. Solución análoga a la del problema anterior. Se tiene 0; == Ajbe 
y lo mismo para 0, y O,» De lu igunldad 0, +0, +0, = 0 se deduce la 


condición 
Aa+ Bb +4 Co=0. 
60. De la ec. (14) se halla primeramente m = 3,4. La dilatación es 


y. por lo tanto, la contracción, 
E, = e/m = 0,000 368, 
y la variación de anchura, 
5-0,000 368 = 000134 mm. 


51. De las ec. (15) se deduce en primer lugar 0, = 0, Ahora bie 
dilatación cúbica es, según la ec. (12), 


et=t+€+€=(n +2)=6 + . 
Sustituyendo en las ec. (15) se deduce 
Ale A 
(m+ D(m—2) 
6. Dímn—0+ 2 mínn—n + 2) 


o Et. 


(mm + D(m—2) 
de donde 
s 4 
O ET EE 


62, Puesto que lus paredes del recinto nu ceden, se tendrá £,=0, 
E, = 0, e= 6, Sustituyendo estos valores en la ec. (35), Lendremos 


%4=0= 


sr 
m—T 


— (06 — 


Soluciones 53—57. 


58. Seu a, la carga de compresión, en el trozo de hierro, debida a P, 
y 0, = a, las compresiones ejercidas por las abrazaderas ; la dilatación de a 
será, según la ec. (16), 


1 O, oí 
s= Elm 


y como 0, =0,, se tiene 


oim—1)=0,. 
Ahora bien: 


2 (2 d*/4) 0 10 
yr NO 


y» por lo tanto, 


54, Como el espesor d de la placa no puede aumentar, la dilatación en 
la dirección de d será nula, Esta dilatación se caleula por una de las ecua- 
ciones (16), y vale 


de donde 


D = a Ph. 


66, Sea lo la Jongitud primitiva de la barra, y 0, y o, las tensiones 
debidas a P, y P,; aplicando la ley de Hooke (ec. "13 aj) Lenáremos 


Pus Se liepen=1;A=K,=4+b40€; 


0 n=0; A=U=a; 
para Pasa = — Page == 1 AZ V=a—b40 
Resolviendo estas ecuaciones resultan para a, b, e los valores siguientos ; 
a=0, b=(K,— Vf, c=(K,+ VU. 


— uN — 


58-63. Soluciones 


58. Con ayuda de los valores del cuadro 17, y según el problema 
anterior, tendremos 


hierro dulce, A = 2160 + 1230 n + 250 n2 
acero dulce, A = 2400 + 1440 n 4 360 n2 
acero semiduro, A = 2900 + 2500 n + 890 n2. 


50. Se tienen = Ñ — 3; con ayuda del problema 68 la carga de fotiga 


para el hierro dulce es, según v. Tetmajer, A =2416 at., y, por lo tanta, 
el coeficiente de trabajo admisible será k; = 690 at. 


2 


60. Se tiene n=; =—3'; partiendo de la carga de fatiga del 


acero dulce dada en el problema 58, resulta A = 1882 at. k; = 538 at. 


61. Para la primera barra hay que tener en cuenta la carga gradual U; 
para la segunda, la oscilatoria V. Silla seguridad ha de ser la misma en ambas, 
deberá venficarse la proporción 
U:V=P:Pim, 
de donde 
m 


62, Si se dividen los límites superiores de las fuerzas por 6 cm., se hallan 
las cargas de trabajo, que son 2975 at., 1600 at. y 1475 at., respectivamente. 
"Tomando como base la ecuación de y. Tetmajer (ejercicio 58) y poniendo, 
respectivamente, n »= 1/2, — 1/3, —1/2, tendremos para las tres barras las 
siguientes ecuaciones : 


c 
3* 


€ 


o 1600 aha > Mba 


De donde resulta a = 2000 at., b = 1500 a1., c= 90 at., y según el pra- 
blema 67, Xy =a ++ 0c= 4400 at. 


68. Los alargamientos de ambas varillas deben ser iguales; por lo 
tanto, según la ec. (19), 


AGR 
EF, 


Las reacciones de los apoyos son 
A=Pbfl, B= Pal, 
y los pesos de ambas barras, 


la =yFil, Gi=yFsl, 


siendo F,, F, sus secciones. 
De aquí se deduce 


o bien 


Soluciones 64—£66. 


P 
84, El acercamiento vale EF (2 + Y2). (La tensión en cada varilla 


del perímetro es P/y/2, y su dilutación valdrá €, = EF la tensión 
P 

en la diagonal es P, y su dilatación, €, = + ¿775;las primeras tomarán, pues, 

Ja longitud a (1 + 8,), y la dlagonal, la longitud a y/2 (1 + e2). Se desprecian 

las segundas potencias de las dilataciones.] 


65. A la distancia z de la sección de arriba, la tensión vale 


Gx 
eS 
d. G 
y la dilatación, e qe -— 
Gr 
de donde Adz=—F tz. 


Suponiendo en x una rebanada de espesor dx, después del acortamiento 
debido al peso propio, este espesor será 


Gz 
dz ade =(1—¡¿pjaz, 


y su distancia al suelo valdrá 


5 
G 
eS (¿a age. 
e 


Llamando E, a la distancia al suelo del c. d. g. después del acortamiento, 
tendremos por la definición de E, : 


1 
GE=/Ed6. 
0 


6 
Poniendo, pues, dG = 7 dz, se deduce 


E Gl 
o a 


y Cl descenso buscado del e. d. g. es 
1 Gt 
2 4=3ER: 
86, De h (2 R—h)= (d/2) se deduce, despreciando h respecto a 2, 


Rho= d8, 
y de P =pxd'4 = Ch resulta Rp = C/27 = constante. 


= TÓd== 


" 67—69, Sotuciones 


67, Llamando z a la distancia de la sección x* 70 a la sección extrema 
de arriba, tendremos 


R—r h 
A R= 
y el peso G, que carga sobre la superficie 312* es 


r=r+ 2 di= 


de, 


Gi=ay [di lodr=ar—w2), 
Y s 


ayh 
“=3RA" 
La compresión en la superficie 2* es 


siendo 


P+G,. Pra(e—") 
a A e ROA, 
ao ar 


de 1 

de donde A 
do _6(P—arm) 
da E ds 


de 
Poniendo q = 0, resulta 


20 Sa Y 3 /EPTR 
2 Val¿—=")= VE am; 


" 
para que x sen positivo, debe ser P > ar”, y entonces E > 0, y se cumple la 
condición del mínimo. Para que exista una sección con esa propiedad debe 
verificarse r£x< R, o sen 


3 n 0 427 
E 


siendo G=a(le—r) 
el peso del tronco total. 


68. P;G=43:112, 


6%. Sca A, la altura del cono suplementario ; la sección horizontal F 
a la distancia x de F, es 
nta" 
Ra id 


La tensión en F es 
0%. =P/F, 


dr 
y la dilatación, ¿== e. de donde 


ma 


Ph de 
dl =dA:= ER Aa 
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Soluciones 7023. 


La integración da 
Pm 1 
4r=C= ER. Ez" 


y teniendo en cuenta que para 2— 0, también 4x = 0, se tiene 


Ph Tr 
5 
4 mA 
La variación de altura buscada resulta para 1=4h: 
e Ph 
ANSIA a TR 


70. Sea A la fuerza de reacción que actúa en el gancho; la tensión en x 
(vénse la figura de la solución 66) vale 


A Gk 
RF 
de donde la dilatación 
A4dr 1 x 
=p [67 


1 1 
Poniendo ahora dl= EF ai—301] =0, 


resulta 


El mismo valor tiene la presión sobre el plano. 


71. Considerando un pequeño trozo de anillo correspondiente al ángulo 
central dp, su opta será Rd; el esfuerzo cortante que sobre él actúa 
en dirección radial vale H Rd y debe equilibrar a las des tracciones que 
actúan en los extremos del trozo ; por lo tanto, 


HRdp=28 sen Lasdw, 
de donde 
S=HR. 


Éste es el estuerzo axial en un anillo producido por una presión intertor 
constante H (kg./m.). 

72. Sean S los esfuerzos que se producen en las varillas, y FF su sección; 
la longitud de AC después de la deformación vale 


4 ES 
I+di=I 1 Ep obien dl= a. 


Para el descenso de la articulación C, despreciando cantidades de orden 
superior, su tiene 


1= UFFF YM = 


73. Soluciones 


Del equilibrio entre P y las dos fuerzas 


P=2S 


peri, o bien VE 


qa FUBrES P es, pues, en este caso, proporcional a la tercera potencia de la 
echa. 


y eliminando S, 


7. Sea z* = 2py la ecuación de la línea funicular respecto a un sistema 
de ejes qu Pala por CG tendremos que y=h, para 2 = |; por lo tanto, 
p=1%/2h,, y la pad entre A y C será 


to fér=| fur yd = fl TS 


y caian 


2h 
L=I+zd. (a) 


El esfuerzo de tracción en el pane C del cable vale H =qp, y u la 
distancia horizontal x de C valdrá 


s=yvPFi=qyr+ =p VU 4 py. 


La dilatación en ese punto es 


dds_ 8 
ds “ EF" 
siendo F la sección del cable; el alargamiento del elemento de arco ds es 


A0s= Eras ae E PE MA o EN 


O sen 


ql Gp: + Ln 
E 


Después de Ja dilatación, la longitud entre A y € es 


1 
L=l+4s=l+ aro +A. (») 
Sea h la flecha después de Ja deformación, y poniendo según la ec. (a) 
2h 
L=i+3T> 


se obtiene, igualando, 


e hy EF =q6(36 +41. 
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Soluciones 17. 


En el paréntesis de la derecha podemos suprimir 443, que es despreciable 
respecto a 3h, y en el primer miembro hacer h, = h, obteniéndose así 


74. Considerando un elemento de barra entre las secciones F y F + d F, 
5u peso es y Pdz: llamando G, al peso de la barra desde F hacia abajo, 
tendremos 

G¿= Fo para la sección F, 


G¿—y Fdz=(F + d F)o para la sección F +dF, 


> dr Y 
de donde odr=—yPdx, G=—laz, 


€ integrando, 
MmP=C—É y; para 2 =0 se tiene Cain F,, 
p . 


de donde 
Fo Fye-»1/0 


será la ley de la forma del sólido. 


Para x =00 se tiene Fy m0. 
El peso del sólido es 


Ga yíFdx= F,o. 
ó 


1 
76. La dilatación de la barra es € = 3000 + Por lo tanto, la fuerza nece. 
saria para impedirla será 


1 
Fo= FEr=1 10 09 = 500 kg. 


16, siendo +1 el coeficiente de dilatación (para 1*C.), la variación de 
longitud de la barra será lu (t, — to), y, por tanto, la dilatación, 


(Lt) = 125.10? (—10* — 209 = —1/2700. 


Esta dilatación puede impedirse con unu tensión Ea (fa 
poso di = E Fa (lo— (y) == 5926 kg., siendo E = 2:10%A 


— t,), O sea con un 
y F=80u* 


. Como a, > 4, una elevación de temperatura produce compresio- 
nes en el manguito de cobre y tracciones en el tornillo de acero. Las fuerzas 


que actúan se deducen de la "condición geométrica de la iguntdad de dilata 
ciones ; tendremos, pu 


ea (tt) 


x 
AS EF 

de donde 

(as 4) U— 1) 

UE F +4 UE, Fy" 


HE - 
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78—-82. Soluciones 


y con los datos numéricos resultará 


40.10-7.200-10* 
12,26 + 1/1,1-18 


Las tensiones en el tornillo y la tuerca scrán 
0, =X/F, =1057 at., 0, = X/F, = 352 at. 


79. Debe tenerse en cuenta que a un aumento de temperatura corres- 
ponde un alargamiento del cable y, por lo tanto, una disminución de 
tenslón, pero con esta disminución a su vez se acorta cl cable y es más 
pequeño el alargamiento. 

Si al aumentar la temperatura ¿* C. la tensión baja de 0, a 0, la dilata» 
clón producida por esta causa será —-(0, -—0,)/E. Ahora blen: si la tensión 
no variase, la mitad de la longitud L se convertiría en L(1 + at); pero 
como la tensión disminuye, ese aumento de longitud se reduce y queda en 
definitiva L convertido en 


X= = 6340 kg. 


0) 


L=L(4 +09 (1% 


=1(1 +3a +an(1—2 


) . 


Haciendo q = »F, H, =04F (tracción total horizontal 1), la flecha a (3 G. es 


=1(1 + a 


y del mismo modo para fi C. 
' 
m=YA, de donde 022. 
' a 
Además, 
29 Pala 0, 20 
Ly = ¿(1 + e) =*[1 + + E +)» 
de donde resulta inmediatamente el valor de hy. 
nd 
79, De Po =¿>k, se deduce d =3 cm. 


80. La sección de la barra tiene un área F — 6,928 cm.*; la carga de 
rotura valdrá, pues, 


P = Fk, = 27112 kg. 
8l. A= bx k,, de donde x = 54 em. 
82, Se tiene P + peso propio = F k;; para calcular la sección se tiene 


F-ja == 1,18 cm, 


—+ 


de donde 


Soluciones 83—-89. 


(Como se calenfa en kg. y em., hay que poner ¿= 3000 em. y y = 0,0077 
kg.¡cm.3). 


83. Q= 367] Sk = 678 kg P= 3676 K, <= 0390 kg. 
84, Sea Flu sección de la barra, lla longitud de rotura ; el peso vale 
Pipa FKo 
due dol 
L=Kedp; 


para la madera 


— 0,0003 kg. soma): 


5,8 km. 
para el hierro 7 0,0078 Kg./emod:o 1 =4,87 km. 


$5. El diametro interior d, de la columna se deduce de la ecuación 
40P 


dd 


=K¿* 
de donde resulta que el espesor de la columna (d —d,)/2 =12 mm. 


86. Cuando la arista a es vertical, la carga total es P, + abcy y ha 
de ser igual ul área bc multiplicada por E carga de trabajo 5 K4, siendo G el 


coeficiente de seguridad. De aquí resul 
P,= bo(G K¿— ay). 


Escribiendo las ecuaciones correspondientes a P, y Py, se tiene, final- 
mente, 


$ a Ela 
pe 


1 y 1 M 
PriPar Pym — kl: (¿—.* 

ef donde k =y/G Ky. 
87. Sea F la sección de la base del muro; se tendrá 


1 
Fly =5KsP, 


de donde 


88. Do q + 0hy = bkj se deduce 
Ki = 30.000 kg/m, y = 1600 kg./m2 la carga: q = 10.080 kg.¡m. 
De 


Yu by + x hy = ek; se deduce x= 0,45 m. 
y de 


q+bdhy + uh y + yhiy = yk resulta y = 0,47 m. 
89. Ta potencia que ha de trausmitirse en mkg.¡seg. es 


R 
Po= PE; 


75) 


siendo P la fuer 
tensio 


la ltanta. P es la diferencia 
la correa, el tirante y el flojo, 
emos «que li tensión total en el ramal tírante es 2P, esta 


1 que 1105 servirá para el cálculo, Tendremos, pues 
2P= b8ki: 


cantidad es 1; 
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90—95. Soluciones 
por lo tanto, expresando todas las longitudes en centímetros, 
2N 
D= 71620 ¿pg = 298 cm. 
90. Siendo R el rozamiento entre cinta y Manta, se tiene 
ela —1 
ee 
Para que se sostenga la carga Q debe verificarse 
Rr;==Qr. 
Ponlendo, además, S = d3K;, resulta 
Ar 
Oki ri ela 
en donde e =entotan 1,97. 


91. Entre la fuerza P aplicada al manubrio y la fuerza Q que se produce 
en el husillo existe la relación 


R=S 


» =Y om, 


P= 72 (to 
en donde f =tg y =0,1 y  =5*40' es el ángulo de rozamiento. Poniendo 
Q=PxK,p se tiene P= 40,6 kg. 
92 Utilizando la ecuación que da el trubajo de fatiga del acero dulce 

(prublema 58), se tiene 

A = 2400 -+ 1440 n — 360 n*, 
slendo 

nu h=2» A=2U8 al. 
y ky = 24/7 = 705 at.; se deduce, pues, de 


4 000 
=-=4 58m d=8,6 cm. 


— 


98. Se tiene 
n=5/14, — ki¡=866 at, 
y de 
14000 = ddk; resulta b= 16,2 cm. 
DM. n=—2/6, ki=567 at,  b=10,6 cm. 


95. Se calcula tomando como base la carga de rotura inicial (en caso de 
carga y descarga suceslvas) que para el hierro dulce, según la ecuación (17), es 
U = 2400 at. 

Como coeficiente de trabajo se elige según la ec. (18) (con A = U) 
ki =2U/7= 687 at. 
La fuerza que tiende a separar la cubierta es 


ad” 
P==7 (PP). 
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Soluciones 96—97. 


en donde p,=1 at. es la presión exterior. Haciendo, además, 


e=ntEk, 


resulta 


96. Sea x el diámetro de la barra ; se tiene primeramente 


= =13,51 cm.* 

Además, Y = 0,0078 kg./cm.?, y, por lo tanto, el peso de la barra, 
G= ya*ri/4 == 2108 kg., 

y su alargamiento, según la ec. (19), 


(P + Gpyl 
ESA 


di= = 5,22 cut, 


97. Calculando el trozo inferior como en el problema anterior, se tiene 
qa P ná 
um 109 0m2  ,=3,70 cam, 
y el peso de este trozo es 
nt 
= rd = 417 kg. 
Para el segundo trozo, 


: 6, 
A 


y su peso es 
nl 
G=y32 7 = 48 kg. 
Del mismo modo para los otros dos restantes resulta 


an _P46G, +6, 
== => 2 12,24 cm, 2,=4,00 cm,  Gye 478 kg.; 


nn _ P4G4+6G,+6, 
rl Ei 2 =13,09 cm.) 2,=410cm, CG, = 511 kg 


El ahorro de material respecto a la barra del problema anterior es, pues, 
2108—-(G, + G, + G, + Gj) = 254 kg. 
El alargamiento del trozo inferior es, según la ec. (19), 


(P + 6,2) 1/4 


Fara = 145 em.; 


el del segundo trozo, 


(P +6, + G/23Y4 
aa 348 em. 
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98—101. Soluciones 


Los mismos valores 1,43 cm, se obtienen para los otros dos trozos. 
El alargamiento total de la barra valdrá, pues, 5,80 em. 


98. J=4(2:3-18* + 6-49 = 11 792 cm.* 
Distancia del e. d. g. al eje J; 


e=7,73 cm. 
Árca de la sección : 


F = 132 cm.* 
Por lo tanto, 


di =J Fe = 3905 ems; 
dy n= da (18-128 — 14+6*] = 2340 cm. 
99. J =4[10-60* + 110-107 = 756 667 mm.*2= 75,7 cm.* 
Distancia del c. d. g. al eje J: 


e=1,38 cm. 
Area de la sección : 


F =17 cm. 
Por lo tanto, 


Y =J— Fer = 43,3 cm.* 
y Jin da [10-120 + 50.10%] = 1444 167 mm. = 144,4 cm. 


100. Considerando primeramente el triángulo ABM, su momento de 
Inercia respecto a la recta MB, según la ec. (24) será 


Y MB(AM sen up. 


Llamando hi == MB-sen a a la altura del triángulo dado A BC respecto 
a la base AC == b, la expresión anterior toma la forma 


Para el otro triángulo CBM se obtiene el mismo valor; la suma du, pues, 
el buscado 


1 
J= ra senta. 


101, prolongando el lado WC hasta su encuentro en D con Ar, la 
superficie del triángulo A BC es 


F=ADABADAC= 


E 
54D-(1—0, 
y su momento de inercia respecto al eje Az, 


Lg 
= 3 4D-(P—0) 


y, por lo tanta, 


e (bs 4 des 0%. 
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Soluciones 102—106. 


102, Se divide el trapecio por medio de una diagonal en dos triángulos 
y, utilizando las ec. (24) y (25) para expresar el momento de inercia de los 
mismos, se tiene 


1 1 se 
J= 301 + 301 = 37 (a + 30). 


La ordenada del c. d. y. de un trapecio es p 


a 


Aplicando la ec. (20), resulta Se 


hear + 4ab — D* 
dl PO= GAR 


108, Se descompone el hexágono en sels 


triángulos equitáteros a los que se aplica las 
tórmulas (24) y (25), y de esta manera se tiene 


1 1 % 
J= 423 8 


104. Se calcula x por medio de la ecnación 
31" (BH — dh) + 6r(B*'H —2Bbh + d*h] 
= BH>— bie —4B*(4 —h) —4h(B —DY. 


105, Utilizando [para el cálculo del momento de inercia la fórmula 
hallada para el trapecio en el problema 102, se tiene 


a An —3 
PAS 
y el momento resistente 
3 ,4n 
y 
We 
Poniendo $ A 
An =%. resulta n=3, 
y 
e 
da 


1d momento resistente máximo es. pues, 
Wai =0124 0, 


106, Utibizaudo la ec. (21) hay que sustituir 


y se obtiene 
su 4 Ñ 
Y= mi —g3l= 0637. 
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107-111. Soluciones 


Del mismo mado, si se sustituye 


resulta 
2 Am am 
rl | 
107. El momento de inercia del anillo circular es 7 (6— 54) los sur 
plementos de arriba y abajo se pueden considerar como rectángulos y dan 
E 
entre los dos 77 (1-14? — 1-12%); los dos laterales, 75-2-1*, 0 sea en Lota 


611,8 cm.*, y dividiendo por 7 cm. resulta el momento resistente igual a 
87,4 cms 


108. El momento de inercia del cuadrante respecto al radio horizontal 
es O como la distancia de ambas paralelas es 45/37, aplicando la 
fórmula (20) tendremos : 


a 1, jr n 4 
=p r—inalzzl =Plig—g) = 005487 e, 


109. Se tiene J= ¿> + 310-200 = 26912 cm.* 


Area : F = 239,27 cm.?. 

distancia del c. d. g.: e»= 8,01 cm. 

y dy =J— Fe == 11560 cm.* 
10. 


12 
E B ds ar 
zer arreglar tz pl 
ó 


n/a e 
dy=ir+ rf rcosgrap = 13h. 
0 


111. El m. de 1. para el borde inferior del semicírculo es 


ares 


3,0594 rt. 


Area: F=r +2) =3,511 PM, Pe=2m— 


distancia del e. d. g.: e=0,373r, 
H=J—Fe=25626 7, 


Ed 1 
Ji=rtl3 +) = 0,5594 11, 
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Solue: 


112—117, 


112, J=F 0089 + 23 [6-20 — 4-18*] = 18 766 cm. 
Area de la sección : F = 152,556 cm.s, 
distancia del e. d. g.: e= 5,105 cm. 
De aquí se deduce J,=J— Fe = 14788 cm. 
y Ji q 0089) + guns 4 18.20% — 20-16] = 11150 cm.* 


113. Aplicando la fórmula (21) para los cuadrantes de radios R y 7, 
tendremos 


IR Aa ue—r) + Ta (RI, 
16 3 Z k 


114. So utiliza la fórmula (21). Sea J” el momento de inercia para el 
diámetro horizontal del cuadrante, La distancia e” al centro de gravedad es 


3 " 
Hlra 75); además, e=rme, 
4 - 
y, por lo tunto, r=5[(- 5) —1r—3)'] 
y 7 [roo +.e(¿3)]. 
116, Se aplica la fórmula (21) de un modo análogo al del ejemplo 
anterior. 


di FR Sa (9-0) + na (RI) 4 GA (ROA, 


Lira ET r) Za + ra) (RP) + aRr(R—M). 


n 
116. EN =3(e-- ro 


distancia del e. d. g. al centro: 


por lo tanto, 


117. Se divide la superficie en bandas paralelas al eje J. Stendo 2y 
la longitud de una de ellas, dx su anchura, y x su distancia a O, tendremos 


Jus 2Í(—r cos ajeydz =2[(2— reos at y PD de. 


rosa 15080 
Ffectuando la integración, resulta 


1 
secc + 


E. 3 
a AN 
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118—121. Soluciones 


118. Se divide la superficie en bandas paralelas a Ox; y siendo para 
una cualesquiera de ellas 22 la longitud, dy la anchura e y la distancia a Ox, 
se tiene 


Y, =Íy*2xdy. 


por lo tanto, dy =£ 2xdx y 


La ecuación de la parábola es 22 5 


> 
7 $ 
E 4] Fr 2r a 2adz =5a%d. 
o 


Utilizando las mismas baudas para el cálculo de J, y considerándolas 
como rectángulos, tendremos 


139. ¿=job | E= = 55 616 cm. 


[Véase la fórmula (27) 
120. El momento resistente del rectángulo dado es bh*/6, y el de los 
dos rectángulos juntos será 
blen2 e 22/73 
y 


las coordenadas del punto 2. Igual 
la couación de la curva buscada 


lo ambos valores resulta 


Yi — 4293) «Job. 


a por A y tiene como asíntota el eje Oy. 


da 
Haciendo En 0, se deduce para la máxima ancbura del rectangulo 
4 3 
añadido 2,4, = 770, y su altura correspondiente es y = ¿h 


121. El momento resistente del rectángulo 5, h es Dh%/6; el de la sec 
ción total, .J/1, siendo J el momento de inercia total para la horizontal que 
pas nor el centro de gravedad y 7 la distancia de esta horizontal al borde x. 

actendo 


1 


bin, 


y 
o 


resulta para z la ecuación 
24 bnz(d en 4400) = 20% 78, 


en la que n =h/h,. 


Soluciones 122—125. 


122, Sean x, y las coordenadas del punto P de la curva, El momento 
resistente constante es 


Es E 
0d: 
1 
por lo tanto, di = ó bi dy. 


El incremento dJ del momento de inercia J vale 
dJ =2yd] =2y*2xdy, 
siendo df una banda estrecha paralela al eje Ox; se deduce fáclimente 
xy? = dhy2 
como ecuación de la línea buscada. 


Para y =h/2 se tiene x = b/6, es decír que la curva arranca en los 
puntos que dividen a los lados b en tres partes iguales. 


128. Sean J,, J, los m. de i. prncicales para el origen; J y J” los 
momentos de inercia dados; según la fórmula (29) 
Je J costa + J, senta, 
J'= J, cos* (90% + a) + Jy sen" (90? + a). 


Haciendo  J=J', se deduce J, =Jw. 

124. La elipse y el rectángulo deben tener los mismos ejes de simetría. 
Siendo x, y los semlejes de la elipse y b, h los lados respectivos del rectán- 
gulo, tendremos para dichos ejes, según las fórmulas (23) y (27), 

1 n 1 Ed 
por =jw y gPh=]%0 
de donde se deduce 
=by3r, y =k43x. 
Como la elipse y el rectángulo tienen los mismos m. de i. principales, 


también serán igunles todos los m. de i. respecto a todos los ejes que pasan 
por el centro. 


125. d= z (Re — 1%) = 117 810 cm, 


Ree, Tos ri (e —RK + ep, 


0 — PR, 
er A 24,07 em, 


J, = 107338 cm.* 


126—128. Soluciones 


126. Los ta. de i. principales para un vértice del triángulo equilátero 
son 


ae e, 


siendo a el lado del triángulo. 
Los ejes de la clipse de inercia están entre sí como 


VI, VÍ i, 0 sea como 1:3. 


137. , El eje de simetria de la sección es uno de Jos ejes principales de 
Inercia J, del c. d. g.; el otro J, será perpendicular. Para la di 
al e. d. g. se tiene 


istancia de O 


os 


> 
aya” 

El m. de i. principal J, es la diferencia de 
los m. de i. de ambos cuadrados 
5 A 


1/3 75 
MA 3075 1 


1 
Ares 


Para calcular J, hállese, empleando el ruismo 
procedimiento, el m. de L J con la ayuda de ambos cuadrados, y se tendrá 


1 27. 113 5* 31 
amore ona (0 en] 
1 a 
U3,= > 0 
7 122: 
25, 
al 
Finalmente, resulta 
H=i—F 


7 


en que la sección es E = 321%, lo cual, en definitiva, da 


de 21504" 


128. El eje de simetría que pasa por O es uno de los ejes principales 
de inercia. El m. de í. para el mismo es 


a 
J= 50). 


Trazando el normal a ese J,, se obtiene con ayuda de la fórmula (20) 


Ji 5 + el (E + nta (1 = = (1—6nt-—ns. 


— 124 — 


Soluciones 129—132. 


Introduciendo ahora la relación 
Y 


PEAD 
o Ai E 


= 5, 
se tiene a 
n= 12. 
H ra 

129. La parte de sección entre M y N tiene una altura 7 —“¡> y 
su m. de i. respecto al eje J es 
1 
a 


Del mismo modo, el m. de i. del trozo desde P hasta Q respecto 
al eje J será 


ru 


n= pu—E +2 


"— oa + 2520) —ser]. 


a-3[en y 30]. 


El m. de i. del trozo curvo desde N hasta Q respecto al eje J es, según 
el problema 114, 


de 7lron- 8) + af—3))- 
El m. de i. total de los dos hierros en T doblados, para el eje J es, pues, 
J=2(Y, + 41 +35)» 
Gomo ul eje de gravedad J” perpendicular a J corresponde igual m. de 1, 
se deduce, según cl problema 123, que los m. de i. respecto a todos los ejes 


jue pasan por el centro son iguales: los ejes de simetría ¡, e i, de la sección 
tienen, pues, los wm. de i. principales 


130. El momento centrífugo es, en general, 


Jay =| zyal. 
a 

Haciendo para el elemento de área del rectángulo 
dí = dxdy, se tiene 

. b ta 

- : 1 
Ver =ffuyazay= adx+ (ua =¿040 
o v rx z 


Este resultado cuincíde con la fórmula (31) puniendo en ella F =ab, E 
=42,7=b2 


181. Utilizando la fórmula (31) se tiene 
Ja = Lo + bd —erd. 
182. Utilizando la fórmula (31) se deduce 


Ie a0[1 + 5) (a+ e—3) t ao—oler DU 
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133—138. Soluciones 


Y cd a 
10, Ja =/ feyazay = fte [yaya 
0 0 
; ze 


Xx =j« Haz! 


>> E (Mag dr E. 
o 


184. Se tiene, como en el problema anterior, 


roma, 


Fuga fte ydyldz, en que (y—M=r—(—m), 
”o» 
rem 


(Y de, 


fa [1 —(2— mp 4 2n y 72 


y huciendo :-- mt == 2, 


1 
doy = 3 


| (tm [+20 FT zi dz, 


A arm 
de = 3 +3 m4) +5 z, 


186. Se precede como en el problema 188 : 
á .”»o. e 

Fis =favazay -/ [+ Juav] de => 3 |eytde. 
0 e 0 


Se tiene yt = d*(1 —22/a9), siendo a y b los semiejes de la elipse, De 
quí resulta 
Jay = 008. 


186, — Utilizando la fórmula (33) se deduce inmediatamente 
Jay = 3 (a? — hb) sen y cos p. 

187. Utilizando la fórmula (33) se tiene 
day = Era (a? — b%) sen p cos y, 


siendo y la inclinación de uno de los ejes coordenados respecto a uno de 


los ejes de la elipse. 
18. Utilizando las fórmulas (34) y (35) se tiene 
Y 0003 =18B mt 4 ¿=b0"/3=8 cms, 
Jiy = OA Y cm 
Lin = 134 y 106 emos, 


de donde 
dy = 232956 em.t, Y, =2,7044 cm. y q = 30028227. 
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Suluciones 139—142. 
189, Aplicando las fórmulas (34) y (35) se tiene 
J¿= 299441 mm.!, J,=989291 mm, 


Y ¿y = 98931 mm.! (según el problema 181), 
de donde 


Y, =1003 198 mm, J,= 285534 mms, 
a=8 07" 
140, Primeramente se tiene 
J=2018, J,=S520/, 


“Trazando por el c. d. g. del semicírcmlo un sistema de ejes 2' y" pio 
a z, y, el momento centrífago J.z, y, == 0 y, por lo tanto, según la fórmula (30), 


ar 4r 2 
Ya rr 


Utilizando ahora la fórmula (35), 


di VE + Je 
y, por lo tanto, los m. de 1. principales serán 
3, = 2,2082 1, 4, = 9,1480 1, 
Tinalnente, según la fórmula (34), 
1g 2a=8/3x,  «=20*"9'48-, 
P = 90 —a = 692 50" 14, 

141. Seu S el e. d. g. de Ja sección compuesta, y Sean e,, e, sus eoorde- 
nadas para el sistema inferior de ejes Y,. J,; trazando por 4 unos ejes £, y 
paralelos a J, J, se tiene 
di= 3, +3, + 2F48, 

Yeah tidh+ Fed, 

Jay 2 F8 6, 

Según la fórmula (34), tendremos 
tg 2a= as y tga =i, es decir que la recta S,, S, es un eje prin- 


cipal de inercia de la sección. Las fórmulas (35) dan a continuación los 
momentos de inercia principales de fa sección 


y por ta fórmula (31), 


Tea = Hd do RA DAA FO 
142. Se tiene primeramente 


di 3 3 [sa (8— 0,5) + (20 — 1,3) + 05] = 367,18 cm.s, 
J,=2 A ls ES) —(8—1) (10— 19y] = 260,22 cm.s, 


Jey =—21(8— 1) - 1,3] + 9,35 + 4 = — 680,68 cm.* 
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143—145. Soluciones 


“según la fórmula (31), el rectángulo 20 cm. x 1 cra. a lo largo del eje de 
las y tiene un momento centrífugo nulo; no quedan, pues, más que los 
rectingulos laterales, cuya área individual es (8—1) 1,3 cm.*. y cuyo c.d. g. 
tiene las coordenadas 9,35 cm. y 4 cm.] 

Las fórmulas (34) y (35) dan 


Y, = 2480 cm.!, J,=148 cm, a =17% 51 367 


y como la sección tiene un área F = 38,2 em.1, la fórmula (28) da definiti- 
Vamente 


ii = VT]JF =8,06 cm., i¿= YY ]F= 1,97 cm. 


para semiejes de la elipse central; el i, se Neva sobre J, y el ía sobre Jy. 


148, Sea 
2SAMC=g, +D0x=a4, 
se tiene 
p=x—2u, 
e AC day 
1869 = 1820 =7q = (7, 3pR 
o bien 
18 24 = 35 
una expresión que coincide con la fórmula (34). 
Además, es 


TD =MD—MC= 0M—(MÁ-cos p + AC-sen q) 
1 1 
- 7U + I)+ 34U:— Y) cos 2a—-J,y sen 24 


=4J,cos* a + Y, senta—-J,, sen 24; 


esta expresión cob le con la fórmula (32), es, pues, el m. de i. /yr corres- 


pondiente al eje OD; como OD era eje principal. Je es uno de los 
momentos de inercia principales, a saber, el pequeño Como 


LE tds 


resulta CE =J,. 
144. La demostración para J% y /; es la misma del problema ante- 


rior para J, y Ja. 
"demás “sd tióne 


OMG =xACF=2u4 


T=Mae+sen 24 + AC.cos 2u = ¿UI sen2a 4 J,y00524, 


expresión que colncide con la de Jay según la fórmula (33). 


145. Sea df un elemento cualquiera de la superficie; u y v sus dis- 
tancias ortogonales a 2” e y”; tendremos 


TA 
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Soluciones 146—147. 


Ahora bjen: 
u=ycos $ +xsenf, 
Y =y cos 1 —2 sena, 
de donde 
Jz y = 3, cos n cos $ —J, sen asen $ 
— da, sen (a— $) 
o bien 
Y gy = DÁ=cos a cos B 
— AB-sen a sen $ — AC-sen (a— f). 
El segundo miembro es nulo, como se deduce considerando el rectángulo, 
A K HJ, cuyos vértices J K y A distan de H Glas magnitudes AB sen a sen f 
OA cos a cos f y AT sen (a—$). 


146. 'Trazando por B, una paralela a J,, el m. de i. de la sección F 
respecto a ella es 


d= + F-FS => + F(ii—ip, 
y como 
Ji= Fiz resulta J,= Fi=J, 


Los dos m. de 1. principales para el punto B, son, pues, iguales a J, y, lo 
tanto, también 10 serán los im. de. pera tollas las rectas que ia ed Br 


147. Se traza por O un sistema de ejes z, O, 1 paralelo a J,, S, J,, y se 
llaman a y b las coordenadas de S respecto a dicho sistema. 
Teniendo en cuenta las fórmulas (20) y (21) se llene 


di = Y: + F0=F(1 409, 
1y=3,+Fa4=F(4+4), 
Jay = Fab; 

además, 


(BO = Fi 6(B,02)= 


Haciendo AAA 
e=SB,=SB,=y8R—kR 


y Mamando al ángulo 4 J Oz = a, se tiene 
tg 2a =tg(B,0x + B,Os) 


2ab 2ab 
405 (145 —(1+0) 


una expresión que coincide con la fórmula (34). 
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9. WirrexBaure: Problemas de Mecánica. 11. 


148—161. Soluciones 
148, Se tiene 
PM'=PN+NM*=e + MB—NBj=e2 + ii —SB]-senta. 
Ahora bien: según el problema 146, 
SBi=:4—%, 
o sea ea 
PM =e +42 costa — ii senta 
Fi 
y por la ec. (29), J = Fer + J,, que coincide con la ec. (20). 


o 
Fer + Ji costa + Jj sena, 


1490. M¿=PI4P, + Pd 4902. 


My =P (1 — 1) + Pl, —1) 
+ 9 (1—1)12. 


Mo = P(L—L) + 9 (U — L)e2. 


S 


Ecuaciones de los diagramas : 
Trozo AB: M = Pl + Pal + Pals + 9U/2—(P + Pp + Pr +ql)x + q2%/2 
Trozo BC:M=Pl + Pd, + q0/2—(P + P, +0) 3 4 9192 
Trozo CD: M = Pl + q1/2—(P + q) x + q2%/2. 


160. M¿=PL4+ Pa, +q(0— IDR. 
Ma =P (1) +q(— LY. 
Mo =0, 
Ecuaciones de los diagramas : 
Trozo ÁB:M= Pl + Pal, + 9 (0— 102 —AP + P, +q(1--1))x. 
Trozo BC: M = Pl + q1/2—(P +ql)x + q2*/2. 


SN Garrote 


Solución 150 


5. M¿=q(4— IDR + ql. 
Ma = 9 ((— 1) 
Mo =0. 


Ecuaciones de los diagramas : 
Trozo AB:M =q(*—1D2 + alv2—( 1 — 41 + qt) z + qu2*/2. 
Truzo BC:M= q0/2—qlx + 11. 
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Soluciones 162—155. 
16% P=25,625t. 


Presión = sobre el apoyo 
C = 32,125 t., 
Ma = 10 mt, 
Mo = 25,626 mt. 
168. Como no hay apoyos, tampoco 


hay reacciones; las cargas dadas están 
en equilibrio entre si. Se tiene, pues, 


1, fa a 
M=320 E—2-5) 


Para el trozo medio y 


154. En los puntos C, y 1, de la línea de momentos la inclinación de 
las tangentes es continua. Las reacciones en los apoyos son; 


a b 24 e 
4=0 1-5) +07 +0. 


B=03 +0 (1— 


Mass [A -2 a+ EG 


Le 


. 
Deben cumplirse las condiciones 


Ta 


>0 y  2m<a+c 


o bien S > 
< »D+0 
(Q,a— 015) > aa + 
Si no se cumple la primera condición, Ma, está en el trozo AC, y vale 


Ata Aa 
Mot = 28 con n=: 
Si, por_el contrario, no se cumple la segunda condición, Mnsx está en el 
trozo D B, y se tlene 


Bb Bd 
Mas =3 qu Son 1 Gr 


155. Los puntos C,, D, de la línea de momentos son angulosos. 
Las reacciones en los apoyos son : 


e b l—a+b 
AP 1 APA A 

a d i4+a—)b 

« Bra rra 0 


Mosx = 4d ¿LG ama», 
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156-—157. Soluciones 


con la abscisa 


: > —U2 
Si no se cumple alguna de las dos, se tiene o bien 


Mas = An en C, 0 bien Mp, = Bb en D. 


156. La linea de momentos tiene en C, wn punto anguloso, en Di la 
dirección de las tangentes es continua. Las reacciones de los apoyos sun: 


Am PG) + 011137) + 07p> 


b 
21) 


B=PG +07 +Q|i— 


8 Maz está o bien en el trozo ÁC, y su 
valor es 


Mm Ata Aa 
mas > CON a 
cuando se cumple la condición 
x<a 6 Qa—Q)>2P (a). 
O bien Mus, está en el trozo DB. y vale 


Maa = 309 La dee 
cuando se cumple la condición 
=>I—=b 6  Qb—Qua>2Pa 
Si no se cumple ninguna de las dos condiciones, se tiene 
Max = (4 —Q,/2) a en C. 


Aa € UA 3 


157. Sean B,, B, las componentes vertical y horizontal de la reacción 
de la artículación B, y sea e a e vertical del apoyo A; tendremos 
A =B,= Ppll; Be P,; debiéndose tener en cuenta 
que A va inelaa hacia Lalo. Y E hacia alriba. Las líneas de momentos 

en los trozos AC y CB son paralelas, y 


e g Su ecuación para el trozo AC es 
4 P 
m=-—“Pz. 


En el punto € el momento flector tiene un salto que vale Pp/l, pasando 
desde — Ppa/l hasta + Ppbfl. 
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Soluciones 158—161, 
158. La reacción en A vale 
m ¿ 
A=H0—1E +5 +. 
El momento en C es 
M=A¿—q80. 

a aM : A 

Haciendo dE = 0, se obtiene la abscisa de momento máximo, o sea 


2 1 
E-rrza— 3 tar 


en agas as Piql. La segunda raíz no es válida porque E debe ser menor 
que l, 


159. Las reacciones de los apoyos son : 
A =alf3, B= alj6. 
La carga que actúa en un punto £ (por unidad de longitud) es 


q=a(1—¿0, 
y el momento flector en una sección a la distancia z de A vale 


> 
u= 12 |(0— Dd =F OU 32 +29 
ó 
am 
Para la sección peligrosa z, haremos Gz- = 0, de donde 
28 —6x 1 +30i=0 
y 2, = 11 — 1/13) = 0,4226 1, 


Mus = y Jal/27 = 0,0641 al. 


160. La reacción en el apoyo A es 2g1/9. 
Sea y la ordenada de la línea de cargas del primer trozo, a la distancia x 


del punto A, se tiene y = ea y el momento flector en x es 


1 
M=Ar —2243 = 42 —Lo. 


dM 
Haciendo Gp =0, — se tiene x= zii 054431, 
el 
Y, porlo tanto, — Mu E = 0,0806 q%. 
se 


161. El momento flector debajo de P es 
M=FIPA—D + 0(U—2—A). 
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162-—164. Soluciones 


Haciendo pS = 0, se obtiene para la abscisa buscada 
PA 
=22PF0 
y el momento flector máximo es 
-PL+ 04 
2 PU 


A bl 
162. Reacciones : A=—PrG + Poli 3) + aj 


M, 


+ 
Berlirrrdr 1£ 
= Pl AG] + Po] Pala 5) 


Máximo momento flector: o bien en B con un valor 
Ma = —P,a, 
om E 
Mo = AD, 
oenD 
Mp = A(U—c)—P, (l—b—c). 
SiMp=06 


a » 
Pa=P Pri» 


pe unto de inflexión está en D. Si P, es menor que ese valor, el punto de 
¡exión está entre C y D a la distancia 


Pydi 
"Pa FAP A sá 


Si P, es mayor que aquel valor, el punto de.inflexión está entre D y B ata 


distancia SABE 
Ud 
E AS 


168. Reacciones en los apoyos: 
A=B=Q+P/ 
Máximo momento flector; o blen 
M,=-—Qaf en Á y B, 


o blen a 
M=]PL—¿Qa en E, según que SP. 
Puntos de inflexión : ada. 
164, Reacciones de los apoyos: 
A=P 14 —aj+ +2, 
B=Ppl1+1 ES 
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Soluciones 165—166. 


El máximo momento flector vale: o bien M, =—P,a en el punto 4, 
o bien M, = — P,a en el punto B, o bien 
PPYO 

201 


—(P, + Pag 07 


M= 


a la distancia 


a de A. 


Puntos de inflexión : sus distancias x, de A son las raíces de la ecuación 


noi tia) +27 al=0. 


165. Reacciones de los apoyos : 


l+a 


a=0% Pi. 
p=ozo+rl +7. 
Momento flector máximo : o blen 
M, EE A 
1 — ATA A 


M,=—Paen B, 


o bien 


o sea 


M= mera" + 2500 + 0)]'— aras 


a la distancia ME o 
+0 +) 


Puntos de inflexión: sus distanclas x, de A son las raíces de la ecuación 


a 2 EE e a o. 


de A. 


zm —2% | 


166, Las reacelones de los apoyos son, en general, 


» h a 
AP; +an li + ap. B=P]—39 


Los momentos flectores en A y D son 


1 
Ma = —30lt> Mp = — 3007 


Haciendo — My = Mp. se tiene 


167—-170. Soluciones 


» 
además, Mp = Ma, 
2Pb Pa 
A BR 


167. La reacción en A es q(l/2 —2); el momento flector en C, Mo 
= Ax, y el momento flector en B, Mp =—q2*/2. Haciendo Mo =— My 
resulta x = 1/3 y A = qU/18 para el valor absoluto de ambos momentos. 


168. Debe elegirse z de modo que los momentos [lectores sean lo más 
pequeños posible. Como los momentos máximos corresponden a los apoyos 
A y B y al punto medio de la viga, su valor será un mínimo cuando séan 
Iguales entre sí, EJ momento flector en A y B vale (prescindiendo del signo) 


Lao, y en el punto medio, L 12 — ah igualándolos se tiene 


1=(2—+2)1= 0,5861, 


169, Reacciones de los apoyos: A=gl(1—1/21), B=qUj2l. En 
el trozo AB el momento flector vale M]= Ax — qx*/2. Haciendo 


dM Li 
==. resulta 21 ll 


Otro máximo del momento flector 


qu — e ey mn el corresponde al punto 1, y su var 
1 lor es 

| 14 1 IN 
12 H a oi E as 
CR y alos Mars on — gal 1) 


(No es un máximo analítico, puesto que pd no es cero.) 
El momento flector es nulo para 


Li =22, =(2— 1101 
170. La máxima capacidad de resistencia de la viga se obtendrá cuando 


el máximo momento flector del trozo AB sea Igua) al del apoyo B, es decir, 
valiéndose de los resultados obtenidos en el problema anterior, cuando 


IA pr 
300 (lap) 20 t—=3 1 
de donde se deduce para la Juz del tramo AB 
l, = Uy 2 = 0,7071 1 = 4,243 m. 


Cada uno de los máximos momentos flectores valdrá entonces 
Mata = her 2 = 0,0429 91. 
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Soluciones 171—173. 
El m. de 1. de la sección respecto al eje horizontal de gravedad es 


J = 5 [20-100 — 4.94? — 14-929 — 2-78 = 402244 cms, 


y el momento resistente, siendo e = 50 cm., 
W = J/e= 8044,88 cm.* 
De la igualdad Ms, = kW : 
0,0429.q-600* = 700-8044,8 
se deduce la carga q = 364,63 kg./cm. 
o q = 364 63 kg./m. 
De esta manera las reacciones de apoyos (véase el problema anterior) serán 
A =ql(1— 121) = 0,2929 q! = 64080 kg., 
B =qU/21, = 0,7071 ql = 154798 kg. 


171, Reacciones de los apoyos: 


El momento flector en la sección x es 
1 á 
M=Az—3987 = Az —¿am. 12) 


Haciendo E = 0, se hallará para la abscisa del momento flector máximo 


un valor 
x, = Iy1=218L, 


y el valor del momento máximo será 
1 ELO 
+ Mar = 3 ar Vi 4 


El mayor valor negativo del momento flector corresponde al apoyo B, 
o sea a x = l,, que introducido en la expresión (a) da 


— Mus = — (QU 4 11 — 30) a/6. 


(¡No es un máximo analítico!) Haciendo en la ecuación (a) M = 0, se tiene 
para la abscisa que se busca 


n=" Y43=1y3-721. 
172 178. 
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174—176. Soluciones 
174. Del polígono de fuerzas se deduce 
B=PA, A=Py8R. 


Los momentos flectores están dados 
por las expresiones (véase la figura). 


Para cl trozo BC, 


M= Za — cos p); 
para el trozo CA, 


Pr 
M=-—- (1 + cos o —- 2 sen p). 


£ 125. Siendo y la ultura de la viga correspondiente a la abscisa x, 
tendremos ; 


—H (M—0D- 


El momento flector en este pañto rescindiendo del signo) es M = P (l—2), 
el momento resistente de la sección rectangular es W= by*/6, siendo b su 


anchura. En la sección peligrosa el trabajo en la fibra extrema, es decir, 
M/W, ha de ser máximo; luego 


2=5 


le. E A 
y hh y 
ha de ser máximo ; por lo tanto, debe verificarse la condición 
1 oh 
ul ME 
yo =P 


Igualando a cero la primera derivada de M, resulta y = 2h,, y sustituyendo 
este valor en la segunda derlvada, se tiene 


ES 
Ya 


cli Y Mo 
176. La altura do la viga a la distancia x del empotramiento es 
h=h,— (4, —h)t/l, 
y el momento flector en ese punto, 
M =q1 (| — 1)/2; 
por lo tanto, la tensión en las fibras extremos de la sección será 


Mh_3qrU—x) 
CEREAL 


Hallando el máximo del factor += (1 —2)/h%, se tiene para lu sección 
peligrosa: 


UN a 2h, 1, E 
+? CR? Petr A AD 


a 


Soluciones 177—182. 


177. Elc, d. g. de la sección dista 33,5 mm. del canto superior. 
Para que la resistencia sea igual, debe verificarse la condición 
kg: ki=e,: €, = (100 — 33,5): 33,5 
kg: k5= 1,985: 1. 
178. El c. d. q. de la sección dista de la arista superior 


1232x + 900 
44z + 300 * 
La condición de igual resistencia da 


o sea 


e= 


e: =K:k 
o e, 3(50—e) =3:8, 
3 
de donde e =35150 y z=5mm. 
179. Se tiene 
e=12cm,  2=6%cm,  fq=12; 
luego, según la fórmula de Bach, 


Kg = pk ¿ V/2,]z4 = 238 at. 
180. Se tiene 


4 D 2 1—e 
b=z» 4=7, n=33 33D. 
p aa 
de donde ¡-¿YERG2. 


181, Sea S el c. d. g. del semicírculo, y Sa elc. d. g. del segmento 
situado por debajo de S,; haciendo x A O B'= Y, se tiene 


e =3A =r(1—4/8m) =0,5767, 
A A 
3"|psengpcosp a 


4 
Pero cos p = 37, de donde p = 64” 53' 11” y en radianes, p = 1,132, 
3x 


Sustituyendo valores resulta 
» 41 0576 
ki = 1: Y - ig 05S 433 at. 
para el coeficiente de trabajo buscado. 


182. El eje Sy del m. de i. principal mayor J, es el de simetría de la 
sección, el Sz es normal a él; aplicando la fórmula (36) y su figura, po» 
dremos escribir 


u=135%, B=a—p, 
de 
(a — 9) = 5 tg 135, 
de donde 
p= 300 15 23% 
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183-—186, Soluciones 
188. En el problema 127 se dedujeron los m. de i principales para 
el c. d. g., cuyos valores eran : 
175 361 
E IE E SN 
Utilizando la fórmula (36) y su figura, se tiene 
B=—45, ua=3 80, 
de donde . 
4 — 100 25" 12” 
y p = 28 34" 48". 
184, Ulilicense las fórmulas (36) y (38). El mayor de los m. de i. prin- 
cipales es 
Y, = 81392 cm.*, 


3, = 50832 cm.*, además « n= 309, 
de donde la inclinación de la línea neutra SN respecto al lado más corto 
resulta ser 
Ba 422 457". 
Los puntos más ios de la sección son B y D; siendo y = —15 cm. 


y 2 = +20 cm., se obíiene aplicando la fórmula (38) para 4 punto B un 
Coeficiente de trabajo e =—43 at. 


Del mismo modo para el punto D, se tiene 0 = +43 at. 


y el menor, 


186. La inclinación £ de la línea neutra S/N respecto al eje de J,se 
deduce de la fórmula (36) 


18f$= z tga, —PB=8215'6", 
E 
de donde 
y =PB—a= 6392826". 
Los puntos más cargados de la sección son A y B. 


Calculando las coordenadas de A respecto al sistema de ejes principales 
J, y J, con los valores 


y = 10 sen a + 0,5 cos a = + 3,69 cm., 
2 =-—10 cos a + 0,5 sen a =—9,31 cm., 
y sustituyendo estos valores en la fórmula (18) 


as a m¡ysena. zcos a 
0 (eta) 
de donde M = 491 mkg. 


186, Sustituyendo en la fórmula (38) para las coordenadas de E los 
valores 
y =b/2, 2=—h2, 
y siendo, además, los m. de i. principales 
Ji =bI 2, J= PAM, 
la tensión en el punto E es 


_6M feos a, sena 
só TE A + 
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Soluciones 187—190. 


Haciendo E =0, se tiene tg == EN esto es, que el eje del momento 
de 


Mector M está en una de las diagonales; además ¿5 


<o0, 


Según la fórmula (36), la posición del eje de flexión (o fibra neutra) 
está determinada por la ecuación 


B=J] tga=p> 


La posición más desfavorable de la viga tendrá lugar, pues, cuando M 
actúe en la otra diagonal (no en la que pasa por E). 
La tensión máxima en E es 


¿MYP EF. 


Gmtr = 


187. La demostración se deduce del problema 145. Trazando la recta 
HG que allí se utilizó por el punto O, la x' cae sobre OC y la y” sobre x ; el 
momento centrífugo para las rectas OC y Ox se anula, y lo mismo sucede 
en el actual problema para las rectas se y Sx, es decir que estas rectas 
corresponden a diámetros Snjugedos de la elipse central. Si el par flector 
de fuerzas está en la recta Sz, SC será, pues, la correspondiente línea neutra. 


188. El máximo momento flector corresponde a la sección de empo- 
tramiento 
Mytx = PU + Pi, + Pala = 410 mkg. 
Las cargas prácticas son 


so dl wo A 
ki= 3, 110=43 at, ki = 5280 = 47 at. 


La zona de tracción es la más cargada y sirve de base para el cálculo, Siendo 
b=5h/7, tendremos 


1 
Máx = kW =k, q di? =k, 3", 
de donde h= 20 cm., b= 14,3 cm. 
1 
189. De P-100 + Q-140 =k; g bh se deduce 


Q = 16428 kg. 
190. En el caso a) la máxima carga admisible es 


173 
P=ki GT = 383,3 kgs 


en el caso b), 


P=k; x= 273,8 kg. 
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191—193. Soluciones 


191. Como la viga está empotrada en un extremo y las cargas actúan 
bacia abajo, el trasdós está sometido a tracción y el intradós a petióh: 
El c. d. g. de la sección dista de la arista superior 'e, = 4,02 x, y de la 


'ertor 
e =7.98x. Como 


£s _ 402 > 300 at. 
e 7,987 800 at., 
el cálculo de tracciones es el que sirve de base. El momento flector en el 
apoyo es 
P 5 l= 
+3)!= 


la sección es F=25x>; el peso de la viga, G=YF1=0,0075- F-300 == 56,252% 
(poniendo z en cm.). 

El m, de 1. de la sección respecto a la arista superior es J,=844,33 2%, 
y respecto a la horizontal que pasa por el centro de gravedad es 


J=J,— Fé =440,322%. 


Sustituyendo estos valores en la ecuación del momento flector, y haciendo 
1= 300 cm. y k; = 300 at., resulta para x la ecuación 


2 = 0,2572? + 27,389, 


cuya raíz utilizable es 
x=3,1 cm. 


192.  J= 2709 cm.!, momento resistente W = 270,9 cm.?; Pl = k; W, de 
donde P = 1084 kg. 


198, Sea Pla fuerza tangencial en la llanta, y v la velocidad lineal en 
la misma ; la potencia será Po =75 N, y como u= Í£2, se tieno 


( 
Pu 0:75: 


n= 715,5 kg. 


A Ei Ad corresponde P/4, y considerándolo como una viga empotrada 
en el eje, 
Pd 


75 w. 


La tensión o cocficiente de trabajo por flexión para la fundición es, según 
la fórmula (42), 


A O a 2a 
ALA ES y como €=5 Y 2= 37» 


4 
ki= AVES = 307 at. 


El momento resistente respecto al eje de gravedad de la elipse es 


resulta 


Tr x 
Wa 3-34" 
Sustituyendo valores resulta 
Pd z 
33=0-0, 
de donde a = 6,2 cm., db = af =3,1 cm 


MZ. — 


Soluciones 194—197. 


194. La viga se romperá cuando el esfuerzo de tracción P del perno 
alcance el valor 


La rotura del perno ocurriría para la fuerza 
s 
P= EL K,= 3142 kg. 


195. La presión del viento sobre el poste cuya sección longitudinal es 
d+t, vale 0,785 d-1-125 (poniendo | y den m.); el momento en el empo- 
tramiento será 0,785.d+1.125.+1/2; igualándolo a ko 3 d' y teniendo en 


cuenta que $ 
ki= 0= 42 at. = 42-101 kg./m.*, 
resulta d = 0,345 m. 


1086. Sea F/2 la sección, y J/2 el m. de 1. para el correspondiente eje de 
Breve ad A a momento resistente de la sección a la distancia x del extremo 
superior ser: 


J+F(—e” 
PP 


w 


y la carga de trabajo en las fibras extremas de esta sección, 
Pz Pt z(1—a) 


a dl e a rar 


Hallando el máximo del factor que depende de z, se halla la ecuación de 
condición 


F(e—a) 21 —2(J + Fez, + a(J + Fe) =0, 
de donde se deduce la semianchura de la sección peligrosa 


.. Pla TE VIF FA + TF FA. 


Como en este resultado no entran ni 5 ni 1, se puede poner b= z, para 
qe la sección peligrosa sea precisamente la de empotramiento. Se supone 
e>a 


192. 
Momento en el apoyo: My = Pja + Pt. 
Reacción en el apoyo: A=>P, +4 Ps. 
sde " 
Momento flector en el trozo AB: M=—M, + Az=-—EJ es 
por lo tanto, E 
+5)» 
y E 
1] 


197 a-—197 b. Soluciones 


Momento flector en el trozo BC: 
M=—Mi + Az—P, (1 —4) >= —P, (| —12), 
y. por lo tanto, dy _ Pr (1-2) 


En el punto B, y y ¿2 tomarán los mismos valores en los dos trozos, de 
donde para x = ase deducen los valores 

Par P,o* 
G=3Ep Do=-—$E7 


y de la ecuación del segundo trozo BC, para x = [. resulta la flecha 


1 
= 577 BP + Py (3L— a). 
197 a, La fuerza P, actuando sola produciría en B la flecha (tabía 1, 
número 4) 
Par 
5 
y la inclinación de la viga sería 
Par 
EY = 3E7- 


El trozo FC de viga se inclina sin doblarse cuando actúa sólo la P,, y el 
extremo C toma la Mecha 


(=h+(d—04 Y. 
Al actuar la fuerza P, en C, se produce en € la flecha 
ee 
3EJ* 
La flecha total en C es 
y 
= 5 +f + (U—d tar 


» bien 
1 
[=P Paria 
como antes, 


197 b. Sellevan los momentos (divididos por £ .J) como « carga virtual > 
de la viga. Para lentr en cuenta las condiciones limites, se considera pra- 
longada simétricamente la viga con su carga hacia la izquierda, se supone 
que en su extremo G tiene Un simple apoyo y que la carga actla Bacia 
arríba. Se calcuta la reacción de apoyo A” Fi ell momento flector por electo 
de esta carga virtual en el punto medio A de la viga as prolongada. 
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Soluciones 198—199. 


La reacción del apoyo A” es 


A 


1171 Lo 
E 


y la flecha buscada viene me- 
dida por el momento flector 
debido a la carga virtual 


1 
la = AI—=35P, z sE (2244 Par (31— a) 


como antes. 


198. La ecuación diferencial de la línea elástica es 


ay 
de = EJ' 
de donde, teniendo en cuenta las condiciones de empotramiento o inte» 
grando, resulta 
dy_Mz Ma. 
da” EJ» V"ZEJ 


por lo tanto, 
Mi Mb 
Ys=Ej» ls =3EJ" 
Utilizando el Leorema de Mohr se obtiene, como en el problema 197 b 


_Mi , MP Me 
o NO ci TE AR) 


199. 
Momento en el apoyo: My = 3ql!; 


Rencción en el apoyo: — 4 =qlf2. 
“Frozo AB: momento flector: 
M=—Ma + Az. 
Ecunción de la elástica : 
dy 


da” —E + Ax). 
Primera integración : 
a 
== — +0; 
dr 
PS 2=0, . se dedico C=0 


Segunda integración : 


1 = 
y lem Fra Gi Ds 
y como z=0, y=0, resulta D=0. 
— M5 — 


10. WrrrENBAuEx : Problemas de Mecánica. IL. 


200. Soluciones 


Trozo BC: momento fector: 


De donde 


En el punto B los valores de y y n los mismos para los dos trozos; 


por do tanto, para 1 =2, = 1/2, tendremos 


2, (hara 0) 


1 1 y! 
—»5 (mt+zar) E 


de donde e e 
q 
G=ñ5ty P=-— 


La inclinación y de la viga en C es 


Ta 
By=C=3 7 

la flech G; 

y la flecha f en maga 
PECIAD 54 Ed 


Resolver este problema y los que siguen empleando los procedimientos 
usados en los problemas 197 a, b. 


200. 
Montento en el apoyo: M, =qU/3 
Reacción en el apoyo: A =qUz 


Momento flector en la sección x: 


M,¿ + Ax =—Mi+Ar e. 
M 
Ecuación de la línea elástica: 74 =— 30 
y efectuando una primera integración 
dy 1 ás 


1 
di 5 l Maz+ 3 A2*— 277 
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Soluciones 201 —-202. 
e integrando por segunda vez 


1 1 1 Ex 
»-—¿| ¿Me +zar— 5): 
y para x=" 
1 gh 
— 120 EJ * 


201. Según la tabla 1, n.*6, cl peso propio a la í: 
la flecha f, = , y el de la derecha de B, f; 
q = Gal). 


pierda de Á produce 
Ey Gobsérvese que 


30 


Según la tabla 1, n,? 4, la fuerza P produce en B la fecha 


1Pe e Par 
h= 37 +9 tg y, siendo EY =3 3 + 


Haciendo f, =f, + fas resulta 
P=1,95 G. 


2011. a q la carga uniforme debida al peso propio ; la flecha en el 
extrcino libre será, según la tabla 1, n.* 6, 
=$ 
— 8BEJ* 


El momento resistente respecto a la horizontal que pasa por el centro de 
gravedad es 


Jm ñ [12,5-30* — 11,42.26,761] = 9888 cm.* 


Et úrea de la sección es "= 60,4 cm.*; 


69,4-0,0078 = 0,5413 kg./cm., 
y la longitud libre buscada será 


por lo tanto, q Fy 


q Ve = 874,4 cm. 


202, El diámetro z en el punto x es 


UN 


z=h, 


t 


Sustituyendo en la ecuación (41) de la línea elástica 


M=—P(-—0, =á , 


se obtiene 
siendo 


ka 
de “HARO OP 


o también 


1447 - 


203—-205. Soluciones 

La primera integración da 
a E 
dz" (hh —h)* 

dy 


= —- 227% = 0 para x =0 se deduce 


kt (3h, —2h,) 


7 GR (A, — hy 
La segunda integración nos da 


h, 1 
las—x5] +C 


ke 1 
Y= GRAY l= -£] + Cz + D. (a) 


y como z=h,, y =0, para x = 0 resulta 


an kP(Qh, —h,) 
D=— 2 Ry 


La flecha en el extremo se obtiene por medio de la ec. (a) poniendo z = h;; 
así resulta 


kb 1 y 
pl 0%) + 0 +D» 
. 64 PP 
1=3% EN" 
208, Solución análoga a la del problema anterior. Resulta = 3 Zpp 


siendo y el peso especifico. 
204. Según la tabla 1, n.* 6, la flecha en el extremo vale 
qu 
l= EJ 
siendo J = Fa — ri) = 4637 cm.*, y R,r los radios de la sección 


Sección de hierro: F =2H(R*—rF*) = 113,09 cm.* 
Peso de hierro por cm. de longitud = 0,882 kg. 
Peso de agua por em. de longitud = 0,201 kg.; 


por lo tanto, q = 0,882 + 0,201 = 1,083 kg. /cm. 
2 JT 4502 om. 
q 


205, Sea z el diámetro variable de una sección, y x su distancia al 
extremo libre B ; según la ec. (41), tendremos 


y 


La primera integración da 


Soluciones 206. 
y la segunda, 
da ss 
Ed z 
PY -[f5+] dz. 
4 


La flecha en B, o sea para x= 0, es, pues, 


oz 

64P z 

EJ e] ar 
4 


Integrando por partes, la integral toma la forma 


0x 0 0 0 d 4 ¿ 

ca 
Sl ez] dx= (- Z az] —f% 22 E dz. 
1 i E , 0 


Para la flecha más pequeña /, la integral ha de tener un valor minimo: 
efectuando la variación de z y permaneciendo x constante, tendremos 
Pa *d 
'datdr 
3f=0 s) 2 ó=0. (0) 


i 


Por otra parte, la cantidad de material o volumen de la viga es 
1 
Ed 
V= Gfraz 
0 
constante, o sea que al variar 7 
1 
SY =0. 0 bienf2zózdx =0. 5) 
5 


Las ecuaciones (a) y (b) son compatibles, siempre que 
2=cYz, 


en donde c(+0) significa una constante. 


206. Lus rencelones de los apoyos son; 
A=4gl9, B=2qlM. 
El momento flector en el trozo AC a la distancia x de A vale 
M= Azr—qu2 
Hactendo E = 0, resulta para la abscisa correspondiente al momento 
flector máximo (sección peligrosa) el valor 
z==419, May, = 8qU/81. 
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207. Soluciones 


La ecuación de la Hinea clástica correspondiente ul trozo AC es 


dety M 1 e 
di == ls: 30%) 
e integrando 


1 1 
¿ar—p0w) po (a) 


1 
aL— ajo) E (b) 
La ecuación de la línea elástica del trozo CB es 
dy Br, 
RES ER 


contando la abscisa x, a partir del apoyo B; integrando sale 


dh _ e 

da” (0 
. 

N=— 573 + Oro 0) 


En el límite C de ambos trozos se liene 
2 1 dy dy, 
r=zl 1>=3b 1=Y% 12 de, 


3 qa 
dj: y de la ecuación se 


Sustituyendo estos valores se tiene C” => 
deduce para y con el valor x = 1/2 


305 ql 
31104 EJ* 


207. Las reacciones de los apoyos son 

A =920 kg,  B= 880 kg. 

Los momentos flectores en C, D, E 

Mo = 920 mkg., Mp, = 1400 mkg., My= 440 mkg. 

EJ máximo momento flector M) sirve de base para continuar el cálculo 
Mp = 140000 cmkg. =k; J/,. 

El m. de i. ./ de la sección vale 

Y = q (0'—d) =>, 90), 


siendo 
a=dD=08; e =D/2. 


El coeficiente de trabajo por flexión, de la fundición es, según la fórmula (42), 
A y A 
roza Vi. 2 =026D 


— 150 — 


Solue 208—211. 
y haciendo 
ko = 300 at: ka = 556 at. 
Lu igualdad (a) nos da inmediatamente 
D=14,4 cm.; d =86 cm. 


208. El momento máximo corresponde al punto de acción de la carga, 
y su valor es 


M=P “e 
que es igual a 
0 M=WKki 
De donde resulta 
Pri 07 


209. La reacción del apoyo en A es 


1 xydr 
As auge + dad 4309, el 
y el momento flector en z, 3 s 
M=Ax—nyry/18. « a 5 


siendo y = xdja el diámetro correspondiente a z. 


cueficiente de trabajo en x vale 


Me 32M _2yafar(a +30) *] 
e ds dl d 


210. Siendo : el radio de la sección donde actúa P, se tiene 
2=r( -10. 


El momento flector bajo la carga es M= Px(l—-2)/1. y el momento 
resistent , W= x= 1; por lo tanto. la tensión en la fibra éxtrema es 


4Pe:1—2 

2 rap 

= 0, la abscisa de la máxima tensión resulta ser 
x, = (2/3) 1 = 0,2679 1, 


. Po 01295 P*, 
1 3y3a Pr » 


lL. Para calcular fácilmente el momento de inercia de la sección, 
el del rectángulo circunscrito y se restan de él los momentos de 
de los rectángulos que faltan. Con referencia a la horizuntal que 


a 
Haciendo 52 


y la tensión vale 


se tor 
iner 
pas: 


r el centro de grave: 
1 


J 30.508 7.44% — 17-44 —3-24% = 101 715 em 


El momento flector máximo correspondiente al punto medio de la viga es 
qE8 + Pa=k5J e 
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212214, Soluciones 


Haciendo q = 40 kg./em., 
tiene 


= 800 cm., a = 200 cm., e = 25 cm., se 
P = 27986,5 kg. 


212. Area de la sección: F= 224 cm.2 Peso por centímetro de 
longitud: 


= Fy = 224-0,0078 — 1,7472 kg./cm. 
La viga se calcula según la tabla 1, n.* 3, 

Max =90/8= KyW. 
En el primer caso (ula de 20 cm. horizontal) se tiene 


1 
HE, = q 20-40 — 16-36] = 44 459 cm.*:; 
y resulta 


EN 
W == 2222,% cm.” 
= 71,338 m. 
En el segundo caso (altura 40 cm. horizontal) se tiene 
Lim pu + 36.4% = 2859 cm.*, 


d, 


Mw 10 


= 285,9 cm., 


y resulta 
1 = 25,584 m. 


218. La sección del tubo es F = 59,69 em.!; el peso propio, 0,448 kg/cm. 
y el peso del agua, 0,254 kg./cm.; en total : q == 0,702 kg./cm. El máximo 
O eos tiene lugar en el punto medio del tubo y vale, según la 
abla 1, n.* 3, 

Maax = 928 = ki W =k5Jje, 
siendo el m. de í. de la sección, J = 2701 em.*, e = 10 cm. y k¿= 300 at. 
Con estos datos se tiene 
x =9,61 cm. 


214. Poniendo en la tabla 1, n.* 1, para el máximo momento flector 
Moix = Pabdll, 


a=100 cm., 5= 300 em., 1= 400 cm., P=1000 kg. 


se obtiene 
Mus = 75000 cmkg. = ka 4/0, 
en donde 
JI=5 2, e=s/2 k=70 al. 
Así resulta 
s= 18,6 cm. 


Las reacciones de los apoyos son : 


= 11-108, B P =250 kg. 


Soluciones 215—217. 


Poniendo 
A=kind/4, B=kixadi/%. 
se tiene 
d, =1,2 cm. y d, =0.7 em. 
216. Reacciones de los apoyos: A= B=4,8 t. 
Momentos flectores : 
Mi, =—1,35 mi, 
Mo = + 3,15 mt. 


Para una sección a la distancia x 
de A, el momento flector es 


Recta 


M=—q-:1,5(0,75 + 2) + Az, 
y para M = 0 se tiene 
1, 0,45 m. 


Poniendo el máximo momento flector 


Moax = Mo == 315 000 cmkg =k; y b10 = pr 


resulta 
h= 354 cm,  b=25,3 cm. 


216, P=7,81.,D =33,8t. Fl máximo momento flector es M == 64 m., 
y la sección polgrosa está en B. 

El m. de Í. de la sección para el eje horizontal que pasa por el centro de 
gravedad cs 


Ja 5 [20 2? — 17,2 (2 — 2,8! — 2,8 (2 — 30)') 
= 33,04 12 — 663,72 + 0331,46, 
Haciendo > 5 
M=kiz osea 6400.00 = 80077, 
se halla para z la ecuación 
15 —141,15x + 191.63 =0 
x= 139,8 cm. 


La segunda raíz no es válida. 


y 


217. El m. de í. de la sección total respecto al eje horizontal que pasa 
por el centro de gravedad vale 


Y ex (1152 + 2-1563 + 4-400) cm.t = 5878 cm.* 
La sección total es 


F = (24 + 2.10 + 4-3,27) cm.* = 57,08 cm.?, 
el peso propio por m. L, 
iS gis F = 44.9 kg/m. 
La carga total que ha de tenerse en cuenta es, pues, 
q = 300 kg./m. = 3 kg.[cm. 
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218—220. Suluciones 


El valor de la flecha en el punto medio de una viga simplemente apoyada 
es (tabla 1, n.* 3) 
5 ql 
1= 384 El 
y con los datos conocidos (E = 2-10% at) 
14 = 1505- 10% cm 
y L= 6,23 m. 
218. El máximo momento flector corresponde ul punto medio, y vale 
M=SZU—2) 
Partiendo del momento resistente dado W y del cucficiente de trabajo kf, 


tendremos 
Wki=M= 12, 


de donde (utilizando sólo el valor positivo de la raíz cuadrada), resulta 
IV ERMEES 
O Y E 


219. Jl momento flector es el mismo para todas las secciones de la 
viga, y vale M. El radio de curvatura de la línea elástica Será, según 
la ecuación (40), 

1-44 constant 
¿= EE" constante, 
La línea elástica es es, un arco de circulo, 

La cuerda del arco es la luz [ de la viga, y la flecha en el punto medio 

se deduce de la ecuación 


any =100—D 
y aproximadamente 


11 ángulo y de inclinación de la viga en los apoyos vale 
E 
Y=wuY=3 =3EJ" 
Puede hallarse también integrando la ecuación de la línca elústica 


o aplicando el Leorema de Mohr. 


tabla 3, n.* 4, Ja sección de máxima flecha tiene una 
a%)/3. Sustituyendo E en Ingar de a y 1—¿ en lugar 
entrespondiente a la sección de máxima flecha, contada 


desde el apoyo B. es 


o YU EN 
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Soluciones 221. 
Al tomar £ todos los valores desde 0 hasta 1/2, x' recorre el segmeñto 

desde 1//3 hasta 1/2. Las máximas flechas corresponden, por lo tanto, a la 

parte central de la viga, cuyos extremos están a 0,077 I del punto medio. 


221, La ecuación de la línea elástica del trozo AG es 


de donde, integrando 


La segunda constante de integración es cero, pues para 2=0, y =0. 
La ecuación de la línea elástica del trozo TD es 


Pa 


€ integrando 


d 
“Teniendo en cuenta la condición E =0 para z =>, se obtiene 


Pal 
C= A y observando que en el punto C (para x =a) es continua la 
dirección de las tangentes a las líncas elásticas, se tiene 


de donde resultan 


Pa pa 
CG=3730 -0 y D=—¿5j3- 


Con estos valores se halla la flecha en el punto medio 


175 (344%). 


"Todavía resulta más sencillo aplicar el teorema de Mohr: Se considera 
el área de los momentos como una carga virtual; las reacciones de apoyos 
correspondientes (véase la figu 


Pal—a) 


1 A 
A = 4 =35[Pa(l—24) 4 Pai = Gp 


222 —-224. Soluciones 


y la flecha en el punto medio es 


E 14 fPar(í 24 i—2a1—2a] Pa 
paz m5 A 7) + ra z 7 | - ers 


5 e 
Aa a 


¿MM 


A l ; 


como antes. 


322. Se hallan las flechas o bien directamente estableciendo las ecua- 
clones de la línea elástica para los trozos AC, TD y DB o también, y más 
sencillamente, utilizando la tabla 1, n.* 1, para determinar primeramente 
las flechas en C y D debidas a la carga P, obrando sola y sumándoles las 
que corresponden a P, obrando también 'sola. Se halla “así, teniendo en 
cuenta que C está a la Izquierda de P,, 


P, P, 
h=3n 9 U— 49 + ¿70 (0—at—0p) 


y del mismo modo para la sección D 


P, P, 
h= 3 JUDY y ds (1 — al — bp. 


228. Para resolver este problema se utiliza la tabla 1, n.* 1, hallando 
los valores de 72 a la derecha de P, y a la izquierda de P, e Igualando su 


suma a cero, es decir, hallando la abscisa correspondiente a la tangente 
horizontal de la línea elástica, Así se tiene 


Z > 2 e (2), 
Esto nos da para la sección buscada x la ecuación 
32% (P,a, — P,b,) — 6 Play + Pya, (21% + 03) + Pab, (0 —b3) = 
y con los valores numéricos dados resulta 


x = 1,621 m. 


224. Sustituyendo en la solución del problema anterior x = 1/2, resulta 
de la ecuación de z la relación que se busca 
P, _d,Q'—450 
P,7 arar" 
La flecha en el punto medio de la viga se obtiene por medio de la tabla 1, 


número 1, sustituyendo primeramente P por P,, a por a, y después P por P, 
y 9 por B,; en ambas ecuaciones hay que hacer x= 1/2 y sumar los resul 
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Soluciones 225227. 


tados: Teniendo en cuenta la relación hallada en el problema anterior, 
resulta 


Pa, (420) (—2p—4 
hot: = EJ BY y 


Sustituyendo los valores correspondientes se halla 
P,_ 12 37 PP 
BT Y lo= 154 EJ* 

. 

226. Aplicando la tabla 1, n.* 3, se halla sabiendo que Mix = E 


á 
Y 1 =pie3. e valor 
Mass _ Maszh_ Eb 


Dear ==] EX] 37 


226. Sean a,, D, las distancias a los apoyos de la fuerza P, en una de 
las vigas, y 4,, Dd, las de P, en la otra ; se tiene 


a:b,=4,:d. 


Si f,, f, son las flechas máximas de ambas vigas, tendremos, según la 
tabla 1, n.* 1, 
Pu 


hih=32 


(a) 


El máximo momento flector de una de las vigas es 


Pay, Y, 
1 


M,= =20% 7 


siendo 0, la máxima tensión, y h, la altura de la viga. 
Para las dos vigas se tiene la relación 


My: Mi Palas Pala pa. (b) 
2 A 
Combinando las igualdades (a) y (b) se tiene 
ia AL 
hih= hy 
(Ley de semejanza para las tensiones máximas iguales.) 


227. El coeficiente de trabajo por flexión debe ser 
ki Hs at. = 6l at. 


Según la tabla 1, n.* 1, el máximo momento flector de la viga vale 


y siendo 


resulta 


228, Soluciones 
De aquí se deduce 


1 . 
= 53 die = 10108 em. 


Para las inclinaciones de la lnea elástica en A y B tendremos 
YA=018 36%, — ya = 01317", 
la flecha bajo la carga será 


f= 0,464 cm. 
y la máxima flecha 


leasx = 0,576 cm, 
= 1,764 m, del apoyo A. 
228. Reaccionos de los apoyos; 


a la distancia |-— 


ag 
A= Ola), Buap 


Las ecuaciones de las líneas ecos de los trozos AC y TB se hallan 
como en el problema 208: (a), (b), (0), 


En el límite C, es decir, para 1 =4, EN =1-—a, deben cumplirse las 
condiciones siguientes : 


d d 
TE de la cc. (a) = — Fra de la ec. (e). 


y de la ec. (b)=Y de la ec. (d). 
De aquí resulta primeramente la constante de la cc. (a) 


0 
OS 


y para la máxima flecha resulta de la misma ccuación 


d 1/1 1 ds 
PAE — 3 l 4302) + Ca 0. 


Haciendo 1/l = E, aji =u se deduce para E la ecuación 
4 —6a(2—a) E + ar (2—a) =0, (0) 


La ralz utilizable £, de esta ecuación da la abscisa 7, =1E, vapie 
diente a la máxima flecha. El valor de ésta se deduce de Ja ec. (b, 


Imaz = OZ pj 5 ls An— ar) 


lua — E 2 — a 2 (2 0) 51 + ED 


= ZE [ta (2—a)—3EJ. 
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Soluciones 229-231. 


229. La máxima Hecha corresponde al límite C de la carga, o sea cuando 
en el problema anterior x= a 6 £=a. La ec. (€) toma la forma 
7a—1ila+4=0 A 
y 
a= 0,4531 1. 


230. Mientras AC =a es pequeño (menor que 0,4531 1, según el pro- 
blema anterior), la máxima flecha corresponde al trozo TB. 

IMaciendo uso de las ecuaciones (a), (b), (c), (d) del problema 206 para 
las Mneas elás de los dos trozos, y determinando la constante C, del 
mismo modo que se determinó la constante C' en el problema 228, se tiene 


- as). 


Haciendo en el trozo TB:52 = 0 se tiene, según la ce. (c) del problema 206, 


2, = VOB) 


para la abscisa de la máxima flecha (contada desde B), y según la ec. (d) 
su valor es 


Para 4 =0, x, =1/y3 =1—x y, por lo tanto, 
x= 0,4226 1, 


siendo esta la posición extrema de la izquierda, de las flechas máximas, 
Para a =x =0,4531 1, la máxima flecha, según el problema %29, 
corresponde al punto C. 
Hara a 5 1,2 == 112 será la posición extrema de la derecha, de las flechas 
máximas. Por-Jo tanto, las flechas máximas se mueven dentro del segmento 
comprendido entre 


x= 0,4226 1 y x=051 


231, Tn todos los puntos del tramo medio, el momento flector es cons- 
tante y vale 


M=-—Pa. 
la ecuación de la elástica es 
dy M 
de = — EJ 


e integrando 


() 


habiéndose determinado la constante de integración por la condición de 
«ue la viga sea horizontal en su punto medio. 
Efectuando la segunda integración tendremos 


Pa 
Y =—3 537 (223, 


o 


232233, Soluciones 
y para x = 1/2 la flecha en el punto medio 


_ Pap 
P=—p* 


La inclinación de la viga en A se obtiene, prescindiendo del signo, haciendo 
x= 0 en la ec. (a) 


airis ¿Ea 
8% = 257" 
y la flecha en € será, según la tabla 1, n.* 1, 


Pa 
h=3p7 +04 
Sustituyendo h=—h 
se deduce para a/l => la ecuación 


82 + 122=3, 
de donde 
a=12=> 0,2181 
282, El momento flector en el tramo medio AB es (prescindiendo del 
signo) Pa; por lo tanto, el radio de curvatura de la lnea elástica, o sea 
€ = Pq» es también constante, es decir que la línea elástica es un arco de 


circunferencia. La flecha / en el punto medio (prescindiendo del signo) 
satisface a la ecuación 


100—p =P/4, 


1=0—yer—t 14 


o bien, tomando sóló los tres primeros términos del desarrollo de la raíz 
por la fórmula del binomio 


de donde 


" 
«pis 
o 
Parr, Pro 
1585 +50] 


en lugar de [ = Pal'/BEJ del problema anterior. 


280, Siendo A == gl/2 la reacción del apoyo, el momento flector en el 
tramo medio, a la distancia z del extremo de la viga será 


M=A LE) 3 


Integrando la ecuación de la elástica 


-S. 


M 
dat 


EJ 


se tiene 
dy qa fi 1 1 
Z=—$% [e— ¿09 ¿2 $0: 


— 100 = 


Soluciones 234—235. 


Para x == 1/2, y también para z = ((—2)/2, la tangente a la línea elástica es 
horizontal y, por lo tanto, 52 = 0; Juego, para determinar z podremos 


de 
emplear la ecvación 
P2— 612 + 31 =0, 


2==0 y  2=(8—y8) 1=0,5501 


284. La reacción del apoyo A es A =Q/2—P, y el momento flector 
para la abscisa x contada desde A es 


M=Az—Qu/al. 
La ecuación de la línea elástica es 
dy m__A 
dea “EJ TES (4=— 


de donde 


a) 


la cual Integrada da 
dy 3 Qu A 
g =— 5 (¿4 E) + 
1/1 qa ' 
ve— (61 —Zí) + Cm 
Para x =1,y = 0, de donde sale C”. La inclinación de la viga cn B es 
dy br Q 
er (2), A 
La flecha en C es, según la tabla 1, n.* 4, 
1=PL/BEJ + U1gy=0, 
cuando la relación buscada Q/P tiene el valor 


Q/P = 16, 


285. La ecuación de la línea elástica en el tramo AB es, contando las 
abscisas x a partir de A hacia la derecha, 


dy M ¿o 1 
22m lar 30%) 

Integrando A ada AS 
Q-— A ar—¿a] +0 (a) 


1 (1 1 
u=— 25 lp 4r — qn) + C2 4D. 


Para x =0 y z = 1, se Ulene y =0, de donde resulta 
A LA 
Co y (¿an a). D=0, 
y la ecuación de la línea elástica en el trozo AB es 


> [at — aro]. 
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236—237. Soluciones 


Para el tramo BC, e mento flector, contando las desde € 
e a toqulerdas es momento or, ando abscisas x, desde 
M=—qu32, 


y la ecuación de la línea elástica 


integrando resulta 


d a 
2-3 E + Ca, (0) 


q 
V= ABEJA Ds 
para 
z=a e y=0, 
de donde 
y = — 7 (Ca, xp) 


Para determinar la constante C, sustitáyase en el punto B para 
Sl E A y. 

2 7 AU)" 7 dx? 
las ec. (a) y (e) nos dan la relación 


r=hx%=a: 


— $7 | a — an po - Cn 
de donde 


- z 13480 qe, 


y la ecuación de la elástica en el trozo BC es 


1 go e 1 
n= — aj e— 0 - 3“ 0 [u13 rela au]. (a) 
280. La elevación de la viga en el extremo C se obtiene por medio de 


la ec. (d) de la línea elástica del problema anterior, haciendo z, la- 
ciendo luego a = 1 —l, =1(1 — 1/4/2). se tiene la flecha de la viga en € 


7 
pa AA 


y con los valores dados 


qu 
y = — 0.000 431 53 


P= 0,025 em. 


287. Como alo largo de los montantes no actúa momento alguno, dic! 
montantes permanecen rectos. El desplazamiento de D es la suma de 
gules e xión en B y C multiplicados por h, esto es, según la tabla 1, 
número 1, 


Pab( yb), Pab(l +4) Pabh 
lo =(Ya + Yo) h -=| SETI YO GEJI = ET," 
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Soluciones 238—-242. 

288. La componente horizontal de la reacción de la articulación A vale 

Q=qh. 

El desplazamiento de D se compone : 

1.* Del desplazamiento horizontal f, de A respecto a B por electo de 
las cargas horizontales Q en A y qh en el montante (tabla 1, núms. 4 y 6), 
siendo 

on qht 5ght 
VE BE, CEET, 7 MES] Y 
2.7 De los desplazamientos que resultan multiplicando por h las varia- 
ciones de ángulo en los puntos B y C de la viga por efecto del momento 


TO 
en B, Ma =0H—L=% (tabla 1, n.* 2) 


/ 


Mal , Mal Malh _ gltl 
h= (Ya +90) h= (y + 7) h= 37,7 1ET* 
Por lo tanto, 


Sh) 
lo=h+h=3 px 183714+0)- 
289. Contando las abscisas x a partir del extremo libre, se tiene, según 
la tabla 1, n.* 6, 
M=0QYN!l, e=2N, J=b7/12. 
La fórmula (43) da la ley de variación de z: 


h A Ex] 
2= [x siendo h= VE ; 
240, Se hace el cálenlo como antes y se obtiene 


301 


b 
y=pz enque b= 


241, Se hace el cálculo como antes. Hay que sustituir 
M=Pz, t=22, J=y2/12, 
yiz=b:h, 


siendo 


de lo cual resulta 
y =Dxfl, Y =Pofl. 

242, Sea P la fuerza que actúa en el extremo, y z la altura variable de 
la bp a la distancia x del empotramlento ; para que sea de igual resistencia 
a la Mlexión tendremos 

Li e», 


siendo h la altura en la sección de empotramiento. 
La ecuación de la línea elástica es : 


Ly Me 
da EJ" 


1 ona [Z 
M=—P(U—D, aho El y > 
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en donde 


243. Soluciones 


12PL% des G 
Haciendo —2 = u y y ppp = 1, la ecuación diferencial toma la forma 
a 
du = Ju" 


La primera integración da 


29 24 (yú—yd, 


du = 
a dy 
teniendo en cuenta que 77 =0 para x=0, resulta u ==1; la segunda 


integración da la ecuación 


y= E a(8ó—3 ylu + 2u'%), 


a 


248. La forma de igual resistencia debe determinarse separadamente 
para cada trozo de la viga. 


Momento de empotramiento en el trozo AC: Mz = Pl/2 + 301/4. 


observando que y = 0 para z = 0,4 = 1. 
Finalmente, se halla 


epr [82 E 
1= EAT? 


para la ecuación buscada de la elástica. 


Reacción del apoyo: A=P+Q. 
Momento flector a la distancia x de A : 
M=—M,+Az. 
Sustituyendo, según la fórmula (43), Me = kJ, y siendo 
e=h2, J=21P/12, 
resulta 


6 
2= q Ma + Az) 
y para la sección de empotramiento (x = 0) 
6 
»= q Ma, 
de donde resulta para la forma de igual resistencia en el trozo AC 


a 4P+4Q7 
$5 [ T2PF 301)" 

En el punto medio de la viga la anchura necesaria será 
Y) 

=p" 
— 14 — 


Soluciones 244—245. 
Trozo CB: el momento flector es (prescindiendo del signo) 
m=2 ay, 
de donde se halla, de la misma manera que para el trozo anterior, la 


forma de igual resistencia 


z2= 


20 e 
Para el punto medio, la anchura es 


no LE 
e lo 4 
y utilizando el valor de D, 
A ( 2 
2=4b25 30 1=3)- 
244. Para la sección z y la sección B tenemos la expresión 
x=, Pozl Pa 
1 WA 2732 7 1D"82* 
De la cual resulta 


32Pa 
De 


y 


de = Dzfl. 
Del mismo modo para a sección x, y B 
A A 
732” AD" 82* 
di == D'x,/a. 
245. Sea q la ordenada de la línea de carga a la distancia E de A; ten- 


dremos: 
y=20(— 5D, 
y el momento flector en x 


y, por lo tanto, 


A 
M=42— | qee. 
0 
Haciendo A =20/3 se tiene M = ES [2-35 +5] ó 


Sustituyendo en la fórmula (43) 


e=yR, J=yA2, 
se halla para el lado y variable 
20 zm 
v-= r(2-37 +%)- 
Para la sección peligrosa de la viga resulta Ymáx == A. 
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246. Soluciones 


d, 
Haciendo 2 = 0, tendremos para la sección peligrosa 
2 =!(1—1//3) 
y sustituyendo en la ecuación anterior 


40 
"=> 


de donde, finalmente, resulta 


y) - Br aajaz + 


246. Se calcula primeramente el diámetro varlable 4 como función de x 
(distancia al apoyo) y se obtiene aplicando la fórmula (43) 


16P 
P=- a 57=ax, haciendo E = 4. 
La ecuación es válida desde x = 0 hasta x = otra mitad de la viga 
es simétrica. Para el punto medio de la a ebrio 
8Pt 
D=_ ak . 


La ecuación de la línea elástica es 


dy__4__8P 
dai 


y volviendo a Integrar 
pu ps 2 (3095 5 e). 
De aquí resulta que la flecha en el punto medio es 
35 
la 5D", 


y sustituyendo el valor de las constantes a y 5 


en donde J, = 21. D*/64 es el m. de i. de la sección en el punto medio. 
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Soluciones 247 —250. 


247. Consideremos el trozo de viga situado a la derecha de la sección 7; 
para dicho troza la ecuación general de la flexión 
EW=M 
toma la forma 
z 
1 : 
kig00=Pa+ | yo (e, 
0 


esto es, una ecuación integral de la que se deduce 
3 = 2 (2), que dará la forma buscada. 


Esta ecuación diferenciada da 


A 
1,40 r 
¿=P + ro ] (Dd, 
o 
y diforenclando de nuevo 


yd 


que es la ecuación diferencial buscada. . 
Tomando 7 = u como variable independiente y + como función, puede 
integrarse por cuadraturas. 


248. Según la fórmula (48), Q = 3 Finas 
o bien 
0- ¡Eh 32987 kg. 


249. SEA el resultado del problema 68, para el acero semiduro y 
el régimen de tensiones n =— 1, la carga de fatiga es A = 1540 at., y el 
coeficiente de trabajo por tracción será 

ki 24/7 = 440 at., 


de donde, aplicando la fórmula (50), se deduce la carga tangencial admisible 


250. Según los resultados del problema 58, para el hierro dulce con 
una carga estática y un régimen de tensiones n = 1, la carga de fatiga 
es A = 3640 at.; par lo tanto, el cneficiente de trabajo admisible por 


tracción será 
k;=24/7 =1040 at. 
y por esfuerzo cortante, según la fórmula (52) 


ww, 5 
17 kz = 800 at. 


ke 


Escribiendo, de acuerdo con la fórmula (48). 
ads 


Q= 10000 kp,, 


tendremos 


261 —-254. Soluciones 
261. Según la fórmula (47), tendremos 


30 
Tmás = Ko => p> 
y como F = 20-30 = 600 cm.?, resulta Q = 30 £. 

252. El coeficiente de trabajo admisible “a la fundición trabajando 
por tracción es en este caso ke; == 1250/8 =156 al., y el admisible, tra- 
bajando por esfuerzo cortante, según la fórmula (52) será k;=>33Kk,= 
120 at. Utilizando ahora la fórmula (47), tendremos 


380.000 
Tuta == 305 
de donde 
b=,25 cm. 


258. Bajo la acción de la carga dada tienden a cortarse las superficies 
laterales az y la base bx; la fuerza que actúa es 
Q=Pcosa. 

Se tiene, según la fórmula (47), 

ko 3 Peosa 

*=271(2a +0)” 

de donde 

2 Pcosa 

t=3 PACTO 31 cm. 


264. El perno está sometido a tracción. Su sección (teniendo en cuenta 
la disminución debida a la entalla) vendrá dada por la expresión 


P=(nd*4—d-5)k =13 035 kg. 
La chaveta está sometida al esfuerzo cortante en dos secciones. listas 


son distintas, pero, sin embargo, por aproximación supondremos que cada 
una vale xó. Teniendo en cuenta la fórmula (47), podremos escribir 


de donde 


. 
a cm. 


Finalmente, el perno está sometido, en su extremo inferior, a esfuerzo eor- 
tante en las dos secciones que se proyectan en AB CD; tendremos, pues, 
como antes 


sustituyendo, por aproximación, el trapecio ABCD por el rectángulo yd. 
De esta manera resulta 


Soluciones 255—-259. 
*55. Aplicando las fórmulas (44) y (45), tendremos para el rectángulo 


po 5 m4, I=dPA, 24=5, 3 


Ñ 


y 

i META | y 
+=.) z 

Igualando esto a Q/Dh, resulta ¡ ps 
2=+hyT. 1 


En todos los puntos de las fibras MN Y, MN" ala dis- 
tancia z del c. d. g. la tensión tangencial valdrá Q/bh, 


256. 7... es constante para cualquier relación entre los ejes, y vale 
40/3F. 

267. Se utilizan las fórmulas (44) y (48). 

Para la circunferencia se tiene : 

S = MN' 112 =2y1/3, 7 = QyU3J; 
además, 
tBp:tga =YyiY, 184 = 2/Y, 
de donde 
BP = yz, 


Igualando esta expresión [según la fórmula (48)] a 
1 140 
atar A3p> 
se halla para el lugar de los puntos P la ecuación 
P(2—2A— y) = (1 Un). 
258. Se aplica la fórmula (44) a la horizontal que pasa por el e. d. ga 
como fibra MN, y se tiene 
S = 12-14,7 — 11.12,5-6,25 = 316,625 cm,*; 


y 


además, 
J =7629 cm, 2y,=1 cm. 


El cneficiente de trabajo por esfuerzo cortante es, según la fórmula (52), 
k;= E 1000 = 770 at. 
Por do tanto, Ss 
AN ==35 y Q=18553 kg. 


259. Tomando en cuulesquiera de los dos rectángulos una fibra MN a 


la distancia z del eje de las y, la tensión correspondiente según la fórmula (44) 
ser 


260-—-262. Soluciones 


en donde 
S=5(44—29/2, 2y =b, 
y, por lo tanto, 
E RA 


Esta tensión es máxima para 2 = h, es decir, para el borde interior de los 
rectángulos, y vale 


MELTIMEA 


260. Aplicando la fórmula (44) se tiene 


63 
Y E) rá = 20,5479 14. 


En vez de 2y, hay que sustituir en la fórmula (44) el valor 24B= 2r, y se 
tiene 
7 = 0,1784 Q/rs. 


261. Las tensiones máximas tienen lugar en aa sección normal a Q 
que pasa por el c. d. g. Para dicha sección tendremos 


S =(BH*—b1%)8 = BH*(1—-n')/8, 

24 =B—=b= B(1—n), 
además, Y = (BH —bh8)112 = BH" (1—n%)/12; 
luego, según la fórmula (44), 


Qs _ 1 
Tota 23 2 BE (Un 1") 


La sección es F = BH —bh= BH (1 —n”); y según la fórmula (49), 
la sección reducida valdrá 


2 1+n 
=3Inim?: 

262. La tensión tangencial en la fibra A B vale, según Ja fórmula (47), 
7 = 30 F; ahora bien: Q es variable con la distancia z al punto de empo- 
tramiento, según la igualdad Q = G(1—zx/. La fuerza cortante total 
en la fibra AB valdrá, por lo tanto, desde A Rasta C: 


A 
rar 20) 
ig LV 
0 
El perno, según las fórmulas (48) y (49), puede resistir nn esfuerzo cortante 
que vale 
3x4, 10 


de 


Igualando ambas fuerzas, resulta 


E 


Soluciones 263—-265. 


268. La tensión en los bordes de una fibra cualquiera MN es, según 
las fórmulas (44) y (45), 
Qs 


UE Zy,Joosa 


en donde, siendo h la altura del triángulo 


a 
S=3 


a 
2) (+30; 


además tenemos 2y, = MN = ¡Qn/8—2, cosa = y372, Y = al/36, 
de donde la tensión en el contorno es 


2.02 
1-35 (30 +30). 
Para 1 = 0 se tiene ”- $2 h 4 
para la tensión en A y B. 


dr, h 
Con la condición de =0, resulta z == ¿ y se tiene Timax = 4 2 O sea 


que la máxima tensión en el contorno tiene lugar a la mitad de la altura 
el triángulo. 


264, Como en el problema anterior, la tensión en el contorno es 
Qs 


HT 2yJ cosa? 

siendo S == (e —2)(22 + 0)/3, 

24, => MN =2(e—2), 

cosa=1y2 J=a 12, e=a/y2, 
de donde la tensión en el contorno para una ordenada z es 
e «A JE—D(Oz 40. 
de 
Haciendo 2 == 6, resulta 7 =% y Timax = 242. En los puntos A 

y Y se enc z = 0, y la tensión en el contorno es 


.=v20j0. 
265. Se aplican las fórmulas (44) y (45), y se tiene 
Qs 


ETRE 


Llamando f al área del segmento circular de WN, y z, la distancia de 
suc.d. y. salc. d. g. S del semictrculo, el momento del área será 


S =/21,=f:50—f-S0. 


— 11 — 


266—267. Soluciones 


Por otra parte, siendo 


1-50 = MN'112, 
1 => => 
1=3 [1 —20) —MN-r sena], MÍ = 2rc0s 4, 
y resulta 
2r a 24 + sen 2a 1 
5 = E |cora+ LAA — 1, 
y 


Qr á —2a 
a 37 | cosa +3 180 — gra |: 


E dr, sy bs 
Haciendo de = 0, se obtiene para U la ecuación 


Ed rn 
e ss 
u => —cotga + 7 costa, 


de donde sale, como solución aproximada, u = 37* 10", con lo cual se conoce 
el lugar de las tensiones del contorno r,- 
'enemos, además, 


Ed 4 
s=2r (E 


5%) == 0,10974 r* 


(véase problema 108); por lo tanto, 
Ta max = 1,0786 Q/r. 


266. La tensión en MóÓ N, que es la máxima de la fibra MN, tendrá 
su valor máximo cuando en la fórmula (44) el cociente S/y, alcance su mayor 
E puesto que Q y J tienen para todos los puntos un valor constante. 

ene 


S_22e—3PMe+2 


Y 2e=x iS 


siendo z la distancia de la fibra MN al eje de las y. Haciendo (E 5) m0 
y a continuación z =e—u, resulta la ecuación ' 
20% 4 3eut=3e, 


La relación uje toma, según esto, el valor 0,806; por lo tanto, z = 0,194 e 


es la distancia al eje y de la fibra MN más cargada. Con este valor yo 
cando las fórmulas (44) y (45) tendremos las tensiones del contorno en M y N 


Tunez = 0,42 Q/0* 
en que se ha puesto para el m. de i. de la sección el valor 


_5y3 5y43 
- Ein Ea. 


267. Las caras laterales de la derecha de los anillos aprietan contra 
el cojinete de empuje. Debe verificarse, pues, la igualdad 


P= ij ua +2a) —dY n, 


—12-— 


Soluciones 268—269. 
de donde 


Las superficies interiores de los anillos están sometidas a la acción del 
esfuerzo cortante P. Por lo tanto, 


P=kidxbn, 
P 


= kind” 


de donde 


€ 
268. a) Cálculo del esfuerzo cortante: P= pa k, (según la 
4 4 


tármula (48)), de donde d = 2,8 cm. 

h) Cálculo de la tracción: P=5b(b,—d)k7; b, =8,3 cm. 

e) Cálculo de la tracción del hierro plano teniendo en cuenta el agujero 
del perno: P=2(8—d)8-Kk;, de donde $ = 5,3 cm. Para el esfuerzo 


cortante en los dos extremos del fleje: P= 2» B8k;; $ = 4,6 cm. 
d) Cálculo del esfuerzo cortante: P=2+ Gr0-ki [según la fórmula (47), 
2 
de donde z = 41 cm.; del mismo modo P == 4 3-2,0k, 2, = 2,3 cm. 


269. Del problema 58 se deduce que la carga de fatiga del acero dulce 
sometido a la carga variable supuesta, vale 


A = 2400 — 1440.5+300- (2) "1882 at. 
La carga de trabajo que puede adoptarse es, para la tracción, 
Kk; =24/7 = 538 at., 
y para el esfuerzo cortante, 
Ki Es =4l at. 
De P = 20.000 = 538 ad se deduce 
a=93 cm, 
y de P-/3/3 = 11 547 = 538 bd se deduce 
b=54 cm. 


Dos secciones de! perno resisten al esfuerzo cortante; según la fórmula (48), 
tendremos 000 
20 


4 
Tax == 414 = 3 pg 


max 


de donde 
D = 6,2 cm, 


La anchura $ del anillo se calcula como en el problema anterior d). El cálculo 
por tracción se hará escribiendo la igualdad 


P = 20.000 = 28d k;, 
de donde B=4,65 em. 


— 18 — 


270-275. Soluciones 


El cálculo por esfuerzo cortante (véase la figura) da según la fórmula (47) 


2 

P=252dk,, 
de donde 

z=9,1 cm. 
Ahora bien: de 

Bix=x:(B+0D) 

resulta la anchura del anillo 

f=86,5 cm. 


270. 


23. 


252. Según la fórmula (54), tendremos 


Ll momento Lorsor es dia 
Mi = 1860-60 = 111 600 cmkg. 
278. Según las fórmulas (53), (54) y (55), el ángulo de giro total será 
MESE 
A Gd' 
274. Según las fórmulas (53) y (63), se tiene 
ra o 
de donde 


L= 3,24 m. 


226. Según la fórmula (55), el ángulo de giro de una barra circular por 
unidad de longitud es 


— Tuna 

e Ta 
Haciendo 91 = 1/2, la relación buscada es 
E. uE > 

ir 


— Vi 


Soluciones 976 —281.- 
276. Según las fórmulas (53) y (55), el ángulo total de giro vale 
18% x Mi, 
“20H” 


180 
r=-HÁm= 
en donde 


De ahí se deduce 


277. Según la fórmula (54), se tiene 


, 
M,=Pa=3 (2) Ko 
de donde 
P = 153,4 kg. 
228, Según la fórmula (54), se tiene 
My =P (a 4d) =3 PK 


de donde 
P = 183,26 kg. 


Además, para la flexión de la barra de hierro 
M= Pa -32 K», de donde P= 168,67 kg. 


La rotura de la barra se producirá antes que la del rolizo. 


279. Según la fórmula (58), se tiene 
n (518 
M=3P0K¿=> (5 3 4000 = 1570,8 mkg 


280. Según la fórmula (61), en el anillo elíptico se tiene 


My = 3 Pl Mar 


Haciendo My =2Pc, Tnsx = Ki, se tiene 
b= 2,8 cm. 
281. _A cada mitad de la barra corresponde la mitad del momento de 


torsión. Para cada una de estas mitades, según la fórmula (62) y la tabla 3, 
tendremos para b=h=x 


M, 


1 
3 P2p =P KM = 021, 


de donde 
x= 7,36 cm. 


Ahora bien; según las fórmulas (53) y (63), el Angulo de giro en la sección 
cia era (plato oO 


282 —286. Soluciones 
982. Aplicando las fórmulas (63) y (65) tendremos 


n= mn - 2 
siendo s el lado del cuadrado y r el radio del círculo. Por la igualdad de 
volúmenes de las barras tenemos s* = r* 1, De donde se deduce 
9,.:% =3,6:7 = 1,146. 
288, Se aplica la fórmula (60). 
En los extremos del eje mayor 2c, la tensión debida a la torsión es 7; o 


Igualándola a r de la fórmula (60) se tiene el lugar de los puntos de igual 
tensión esa 
y 


Pra 
esto es, una elipse cuyos semiejes son b%/c y e. 
284, Siendo ><c, la máxima tensión tiene lugar en el perímetro 
de la elipse (en los extremos del eje menor), y, según la fórmula (58), vale 
2M, 
Tar ho 
y la mínima (en los extremos del eje mayor) 


2M, 
Tas as 


De la condición 7,.4x * Tmin = 1: 1 resulta, finalmente, 
bie=1:n. 


285. Sea P la fuerza ¿angencial yo da velocidad tangencial del árbol ; 
la potencia que corresponde a la fuerza P 


Mjw = Pro =Pv= 75 N mkg./sex ó para = 7500 N cmkg./sek, de 
lo cual se deduce el momento torsor del árbol 


ES 


Mi=Pr= q mkg., = 71 620 N q mkg., 


y de la fórmula (54) se deduce 


450000 N e 
A Y 0 057 Vaz, 


286. Según la fórmula (58), tendremos para la elipse interior 
Mi = HDI CiTmax!2, 
y según la fórmula (61), para el anillo elíptico 
My, = xbrc(1—a%) sr/2o 
Haciendo Aa = b,/b = c,jc se deduce igualando 
a+a=1 


cuya raíz utilizable es 
a = 0,819. 


— 176 — 


Soluciones 287—289. 
287. Se tiene, según la fórmula (56), 


Es ¿Ra — 0%) ka, 


E 
en donde « = r/It; además el peso del tubo es 
G= yRUR'— 1) = y aL RL 4%). 
4y Mat 
Gk 


Poniendo 
= u (¡número abstractol), 
se obtiene para a la ecuación 

(4 4) = a (1—a3, 
resultando para «u el valor útil 


A 


Vii 


288. Al resolver el problema 285 se halló la igualdad 


225 000 N 
a cmkg. 


de donde 


y r=aR 


M=- 


Haciendo luego cn la fórmula (62) b=h=s, puesto que el cuadrado es 
evidentemente la forma de rectángulo más favorable para resistir a la 


torsión, se tiene 
M,= 0,218 Tmax 
Siendo 5 = d/V2 y tmiz = ki se Obtiene 


0212n4*k, 
2 1/2-225 000 


299, Pura Lodo el árbol se tiene, según la fórmula (34), 


Na = 2,67 CV. 


Ed 
M > 3" tner 
En un punto del interior, a la distancia e del centro, la tensión es 
T= ¿Tax 


F 
El momento Lorsor que absorbe la parte interior del árbol de radlo r, es 


% 


f2nezodo. 
0 
Jgualando a Mn, se deduce 
losa 
edo=ta at, 
de donde 
n= 1 H/ñ. 
— EN 


12. Wirreneaven Problemas de Mecánica. EL. 


290 —292. Soluciones 7 


290. A consecuene 
un descenso 


de la flexión de la barra s3 el punto 4 experimenta 


1 P(a—s2y A de 
Ii iendo J=q3st) 
según EA 
Ac ccuencia del giro de la burra st el punto A desciende una 


cantidad Y la, en la cual. según la fórmula (63). 


siendo M, = Pa. 


apa Da y, 


El valor de 
m 


2-1 


Ga 


ME 


según la fórmula (14), No se ha tenido en cuenta el dese 


: ora so de la barra 
de sección 5% 


201, La fuerza P produce en A una tensión nord 


P 
an 


o= 3 


88 at. (compresión. 


Por el momento de torsión M, se produce [según la fórmula (54)| en el 
2M, 


erímetro del gurrón una tensión Langencial Z 2; por lo tanto, en el 
y rl: 
punto A la enrga debida a la torsión es 
2M,0 
=- —]i= 3 al. 
1377 307,88 at 


Las tensiones principales en A son. pues. 


A 
a E .n ve — Y = 245,90 at. (trucción 


a 3 2 
%=3 y or=-- 


y sus direcciones. 
(2u=—270, 
de donde 
Uy = 58160577 y a = 04, = 310 


El plano de las tensiones principales o.. o, pasa por A y es perpendicular a 
AB = 0. y la mayor de las tensiones a, forma con Ja vertical el ángulo uz. 


292. Cuando un árbol de transmisión transporta N CV. feto an 
revoluciones por minuto, cl momento de torsión, según el problema 255, es 


a, = 71 620% cmxg. 


— 178 — 


Soluciones 293—294, 
Según la fórmula (55), el ángulo de torsión o de giro por unidad de longitud 
axial es para la sección circular 

24 

Gas 

Suponiendo fija la sección extrema D del árbol, el ángulo de giro en A 
debido a los N, CV. será 


* »= 


2 N MN, 
59 020 a A + la + 1) = 15600 la + 1); 


y «el mismo modo el Angulo de giro por efecto de N, CV. en B 


N, 
— 45 600 ¡a (a + 1) 


y, finalmente, el ángulo de giro 
por efecto de N, CV. en € 


45 600 e 

9= GE IN NI NANI NN ld, 
_ 78782000 
=aGat 


Pauru trazar el diagrama tenemos 


Ni=30V,  NM—NM =—5CV, NN, + N,=7 CV. 


293, Haciendo coincidir la línea neutra NN con un lado del triángulo, 
tiene [véase la figura correspondiente a la fórmula (65)) 


n=3N=y3a/6; 
el tu. des. para cualquier recta que pasa por $ vale 
J= 3 0%, 


y, por lo Lanto, el radio de giro será 


s 


3 


E= aja, 
y p= 5P= in =V3a/12 (prescindiendo del signo). 
Al gicur la linea neutra alrededor del vértice E, el punto de acción P recorre 


el segmento PP, paralelo a uno de los lados del triángulo. 
F] núcleo es un triángulo equilátero cuya área es 1/16 de la dada. 


20 D el diámetro exterior del anilto, y d el interior; el diámetro 
del núcleo será 


Dz | de 
3D 


295 —297. Soluciones 


Igualando esta expresión a d/2, tendremos 
D't+d*=4Dd. 
de donde resulta la raíz útil 
diD=2—yB = 0.27. 
295. Suponiendo que la fibra neutra coincida con uno de los lados del 


hexágono, se tiene n = ay 3,2; además, el m. de i. de la superficie respecto 
a cualquier recta que pasa por S es 


EN »” J=533 0116, 


el área vale 
F=313a 
y» por lo tanto, el radiu de giro 
P=50/4, 


de donde (prescindiendo del signo) 
p=5y3a/36. 


Al girar la línea neutra alrededor del vértice E, el punto de acción de la 


fuerza P recorre el segmento PP,. El núcleo es también un hexágono regular 
de centro S, siendo P y P, dos de sus vértices, 


Y96. El c.d. g. está en el eje de simetría J, y dista 
5b,12 del lado derecho h. Los m. de i. de la superficie son 


11 
Hd, J= 30 


La línea cireunserita a la sección es el rectángulo dh. Los 
vértices del núcleo estarán, según la fórmula (65), a las 
siguientes distancias de S (prescindiendo del signo): 


"3 


Es 
Fibra neutra 1: 1=>33 b, b. 


1 
Fibra neutra 2: n= h 


5 E 
Fibra neutra 3: »*= ho] b. p=!I 


A girar Ja línea neutra alrededor del vértice E en el sentido de 1 hacia 2, 
+l punto de aplicación de la fuerza recorre el segmento P, Pa, etc. 


297. Si la línea neutra coincide con el lado inferior b del rectángulo, 


se tiene. según la fórmula (65). p,n, = —£f, siendo 
P=Z. n=h2, 1 = JE. 
Además. ./, = b/*12 —yz? 3 respecto al eje horizontal que pasa por el 


<. d. £.. y la superficie vale 


F 


dh—2ya, 


180 — 


Soluciones 298 —299. 
de donde (prescindiendo del signo) y poniendo 

yb=np  zh=l, 
6 — 1295 =1—49 
¡del mijgno modo se obtiene para la posición de la fibra neutra n el lado h 
[a ecuación 

67 —12 7 =1—4mPL. 
Una solución utilizable de estas ecuaciones es 
n= 49 —129y +67 —1=0, 
y =0,177», 2=0,177h. 


298, El lugar buscado es el núcleo central de la a Se tiene 


resulta 


de donde 


67 7 
=p F=qa, nh zo. 
Tomando la fibra neutra en AB, su distancia a S es n=, y, según la 
fórmula (65), la distancia del punto del núcleo es 


p= LAN a la derecha de $. 
Si la fibra neutra es BC, se tiene n' = 3a/4 y/2 para la distancia a S, y la 
del punto del núcleo es 
A 4 Th 
po. 7 a, en SD. 


El núcleo es, pues, un octágono cuyos vértices distan alternativamente 
P y p” del punto S 


290. El cd. g. S está en cl eje 
de simetría a la distancia 


"Y 
1 
i 
Los m, de á. principales son 1 
= ¿(00% SS 1 
[SS ES 
pS 1 
SN 1] 
e BOO OE 


I, correspondiendo a la fibra 
neutra 1 


7 - asener dedo pe 
uds: (a + 5) y 
ML, correspondiendo a Bd fibra neutra 2 


_YIfTA O 
n= "Tb AFA 


ii»: 


— B1 — 


300—-302. Soluciones 


ML, correspondiendo a la fibra neutra 3 
es a. 2a4b-—4ab 
Y= (a ab—b 


_y Fai d) 
AT a ab A 


300. Efectunndo el cálculo ps 
P = peso del muro =p, hz, F=x; 


a 3 m. de longitud de muro, tendremos 


la componente horizontal del empuje del agua sobre el muro es 
D=ym2, 
y su momento respecto a B, 
M=Dh3. 
El momento resistente de la base AB para im. de longitud es 
W =26, 
La fórmula (67) nos da en este caso 


de donde 


B01. Siendo corto el perno A B, pueden utilizarse las fórmulas (68). 


PB y 
+1). 


La máxima compresión es] 


d 4P [Sa 
y la máxima tracción, q (5- 1) A 
La flexión del perno se debe al momento Pa, que es igual para todas las 
secciones. Según la fórmula (40), la línea elástica es una circunferencia de 
radio q = EJ¡Pa, y la flecha es la de ese arco de circunferencia, en el que 
se verifica 
(sR) =1(Q0 —/. 
o con aproximación suficiente 
st=8/0, 


_8Pas 
— 2Be* 


302. Haciendo en la fórmula (68) 


de donde 


o=ki,  W (momento resistente) = 1D" (1 — 59/52, 
E 
se deduce p=Z0 - 0 E). 


— 182 -- 


Soluciones 302—-305. 


303, Suponiendo que la resultante de P, y P, cae a la derecha del eje 
de la pieza, la carga de trabajo máxima será la del borde derecho, y valdrá, 
segón da Tórmola (68). 


cl E, 


E s 


5 


Haciendo P =P, + P, se obtiene 


P(6b 
R= a c 
py Patria 


= a 


El valor máximo de P corresponde a la posición central de esta carga, 
o sea cuando vale k¿s*, y entonces se tiene 


128 


304. Con una seguridad igual a cinco, la carga que proauciría la rotura 
vada B = 5:800 kg. = 4000 kg. 
El radio de giro de la sección es 
¡=20/y/12= 5,78 em. y 4=/i= 69,28. 
Para la madera se tiene, según la fórmula (74), 
40,70 + 0,034 = 2,78. 
Además, según la fórmula (73). 
w1=yBJEJ = 0,683, 
1,cos col = 1,278. 


S 
La fórmula (72) da 
p=29,76 cm, 


de donde 
x= p—10= 19,76 cm. 


Sin en cuenta el coeficiente 4 de Tetmajer, se hubiese obtenido 
x= 77,37 em. 


305. Para calcular la carga de rotura 2 de la columna se utiliza la 
fórmula (72). 
El radio de giro de la sección cuadrada es 


i= s¡y1 = 8,66 em. : 


además, 
4=bi=462, 


y e eocticiente de Tetmajer f4, según la fórmula (74). 


A= 0,70 : 0,037 = 2,086; 
además 


PF,W=20,  FK¿= 252000 kg., 


y. por lo lanto, 


1208052 E 
A 
cos col 


306. Soluciones 
1.+ aproximación : 
1/cosol=1,  B,= 5752 kg. 
2.* aproximación (según la fórmula 73): 
(w1)t = 0,126, — 1/cos al = 1,066, 
3.* aproximación: 
(7)! = 0,119, — 1/coswl= 1,062, By= 5432 lg. 
Interrumpiendo aquí el cálculo, la resistencia buscada es 
P= By/4 = 1358 kg. 


5412 kg. 


Con esta carga se tiene 
(01)* = PP/EJ =0,030, — 1/coswl= 1,015, 
y según la fórmula (71) la flecha en el extremo superior 
/ = 0,015 m. 


Las cargas máximas en las fibras extremas de la sección inferior se calculan 
po: 'órmulas (70) 


P F Ñ 
a la derecha: El 1+ moral ) = 32 al. (compresión), 


dicas pF 
a la izquierda: pli— Wesal 

3806. Se calcula primeramente la carga total de rotura por la fórm. (72) 
FKa 


> 
ni E ez oil 


) = 29 at. (tracción). 


B= 


F es la sección = 224 cm.*, 
J (momento de inercia de la sección) = 9138,67 cm, 
e =e4=e=15/Y2 + 242 = 12,02 cm, 
W (momento resistente) = J/e = 760,29 cm.?, 
p (excentricidad de la carga) = 15 /2 = 21,21 cm., 

7 (coeficiente de Tel r para el acero dulce, sección compuesta de la 
¡gura) = 1,23 [se 'órmula (74)). 

En vez de kg jue poner para el acero dulce la carga de aplasta- 


miento 5 200 at. 
De esta manera la ecuación anterior toma la forma 


456297 kg. E 
Bm EE, siendo o= Y zz: (a) 
cos wi 


Para calcular B se procede a efectuar las siguientes aproximaciones : 


1.2 aproximación. Se pone =1, y resulta 


2 
cos wi 
B,= 62.938 kg. 


— 184 — 


Soluciones 307 —308. 


2.» aproximación. Este valor de B se obtiene con las ec. (a) 


«wt= 0,742, 
y, además, por la fórmula (73) 
. 
E 
y 
B, = 48737 kg. 
3.» aproximación. La repetición de este procedimiento da 
wl= 0,653, 1/cos w1 = 1,251, B,= 51741 kg. 
4.* aproximación : 
wi= 0,673, 1/cos a] = 1,269, B, = 51 090 kg. 
5.* aproximación : 
wl= 0,069, — 1/cos wí = 1,266, — By= 51215 kg. 
Interrumpiendo aquí el cálculo, resulta que la resistencia de la columna es 
P= Brj4 = 12.804 kg. 
807. Se hace en ta fórmula (68) 0 = 0, de donde 
pF=W. 
Ahora bien: 


W=.Jje p=4/2 F=ar+4a, 


J =(ax' + 4a)/12 respecto a la vertical que pasa por el e, d. g. dela 
sección y € m 2/2. Haciendo 2/a = y resulta la ecuación 


230-122 44=0, 


cuya ralz utilizable es 1 = 5,17. 


808. La carga total P tiene la componente axial P sen «u y la normal 
P eos a; esta última produce en B una deformación que vale 


_1PPcosa 
dise dee E 
Debido a esta desviación, la presión P sen « es excéntrica respecto al 


apoyo A, que es donde se producen las cargas máximas ; según la fórmula 
BO del lado exterior es A 


= 3,068 cm. 


ds Psenal, pF Picos a 
Li F Weos ai] + WO > 
y la del interior, 


_Psemaf, Ea Pl cosa 
a F Weos wi w» 


en donde 


o VEGA. mE 1070 cmo 


309—311. Soluclones 


Los primeros sumandos de las tensiones representan el efecto de la com- 
resión excéntrica /? sen a; los segundos, el momento flector Pl cos a. 
le aquí resulta 


«l= 0,2053 en radianes, es decir, 11% 45” 36” en grados, 
y. además. 


0=+75 al, =—8M al. 


309. — Según las fórmulas (70) y (73), se Liene 


o =yPJE 0,00261, — ml= 1,175, 1 cos 1 = 2,086, 
E 
Guaros - 1000 at. = . 
de dunde 


p=24 cm. 


La máxima tensión corresponde a A. La tensión en B es 
Suso = 19,6 at. (tracción). 


810. Los puntos más cargados de la sección son alguno de los ABC y D. 
Introduciendo sus coordenadas y teniendo en cuenta Jos signos, en la 


fórmula (69), resulta 
1 by ez 
oP[, Pd +5]. 


Siendo b= 15 em, e = — 50 cm. (sentido del eje -—2), se obtienen los 


cuatro valores 


64 = 0,033 87 P, 67 = — 0,05 219 P, 
Op == 0,061 63 P, 0p = — 0,02 443 P. 


Op es, e la carga máxima. Igualándola a 1000 at. resalta que la 
carga total máxima admisible es / = 16226 kg. 


B11, Arca de la sección : F = 45,44 ems 
Distancia del ed. g.:  7,=228 cm, 
M. de 4, principal: Ji 322 cms 4, = 1070 cm. 
Ea El eje del momento flector M/S 


es perpendicular a PS, de aquí se 
deduce que 1 = 73230: 40”, 
Según la fórmula (36). se tiene 


"SEO 
A a Y Bo 450 287 
ÑN os ta fibra neutra; el puuto de aplicación de la fuerza dista de ello 
P=5 sen $ + (2,28— 0,8) cos $ = 4,60 em. A es el punto de máximo 
compresión, y su distancia a la fibra neutra es 


10 sen $ + 2.28 cos f'= 8,72 cm. 


— 1N6— 


Soluciones 312—313. 


El m. de, para NN es J=J, cost B + J, sen fi = 703 cem.1, y el momento 
resistente, W, = J/€z. 


La carga de rotura del hierro en T será, pues, según la fórmula (72), 


pe FK, _ 92563 
$ E NAAA E 
HP FW, coso + cos ari 
en donde hay que susti 
cncficiente de Telmajer 


ir Ke por la carga de aplastamiento. y 4 Por el 
,08 [véase la fórmula (74)). Además se tiene 


mE Ves , E= 1000 cm. El cálculo de 8 se hace como en el problema 805. 
Se halla 1 5492 kg, y de aquí la resistencia 


P= B/A =: 1373 kg. 
Con esta carga total la compresión unitaria máxima de Ja sección es, según 
Ja fórmula 00. 
Omar = - +1 + w, a] = —163 at. en A, 


siendo (w = + PIEJ. 
La máxima tracción tiene lugar en 4; para hallarla determinaremos 
prámeramente su distancia a NN, que es 


€, = (10 -- 2,28) cos $ + 0,8 sen B = 5,98 cm., 
y de aquí el momento resistente 
W,=J/t, 


y, finalmente, según la fórmula (70), 


P pr 
a p[-1 ma] = 0 at. 


312. Según la fórmula (68), las tensiones máximas son 


po5 


xuy=k Ww, xy=k¿W, 


n bipérbolas referida 
alores válidos de P y p. 


rea rayada es la zona de 


313, El momento flector eu la sección x, donde la flec! 


M= Ry + qu 42). 


s y. vale 


187 — 


314. Soluciones 


y la ecuación de la línea elástica, según la fórmula (41), será 
sy M 
EE 13 


Mm 
das 


Haciendo q + RM/EJ = u, la ecuación toma la forma simplificada 


du K 
da=— vu, siendo u- V 


La solución general es 


ES — (a + > 5 


u=Asenwzr + Beosur, 


Ry=— E —2) + L (A senoz + B cos org) 


Las constantes se determinan por las condiciones siguientes: para z = 0, 
Y =0; paraz = 5, 72 =0. Resultando 

A=qtg0l2,  B=4. 
la ecuación de la línea elástica es 


lia), 


y la flecha en el punto medio, 


dla —")-3): 


814. El momerto flector en el punto x para la flecha y en el trozo « es 
M=R(r + ya) + (Pl + ql/2) 2, —gut/2. 
La ecuación de la línea elástica se establece como en el problema 318 
ES dd, 


de 


poniendo como allí u =q + w* M, w = /RJEJ. La solución de esta ecua- 
ción diferencial es 


u= A, senoz, + B,c0s 0X,, 


ES UR + Y) + (PD +12) q 12) q = Ay sen oz, + B,cos wz. (a) 
Diferenciando esta ecuación se obtiene 


e, 1 
ES [no + ej E —4x,] =Ajocoor—B,0sn02. 
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Soluciones 315. 


Para el trozo b se tienen dos ecuaciones análogas ; para cllo basta sustituir 
Lar Yard, Ap B, por Ta, Yue, Ar, Bro 

Las constantes de integración Ay. Az. B,. B, sé deducen, observando que 
para x, = U y x, = Ó deben ser y, — 0 € ya = 0: además, para la sección P 
Y dur 


= ——-Así resulta 


(2, =4, 1, = D)se ha detener === 7 
, a 


ol RP senwb 
ESE seal * 


a a +a)* 


Sustituyendo estos valores en la ec. (a) se tiene, haciendo x, =0,Y, =/, 
la flecha buscada 


Poema senob 9) [sonia + send, 
12 Ral tra ar E 
aye, y 
SAT a) 
815. La ordenada de la línea de carga q en la sección £ es 
a=u LB E¿=q—as. 


La reacción del apoyo en A es 


1 
p 1 
a=3 fou d= 300 +0. 
o 
El niwomento flector en la sección x es 
ds 
M=R(+y+ arr—fa—bds 
o 


=R(r+ y) + Ar— qua + ax*/6. 


Según la fórmula (41), hay 
que poner 
dy M 
de“ 


Derivando esta ecuación se 
tiene 
dy 


du EJ 


(h) 


. 
Haciendo E e se tiene, como en el problema 343 la ecua- 
ción diferencial 

du Si 

E = ou, 
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316—-318. Soluciones 


cuya solución es 
u=Asenwz + Beosuz. 
La ecuación (b) nos da la relación 


1 d 
Asenoz + Beoswz=—3 [aa zi ax]. 
di 
Sustituyendo para 2 el valor que da la ec. (a), se tiene 


Y Ti + FRA senor + B cos wx) 


y=—r— 


> A [Ax —que*/2 + ux*/6). 


Las ce de integración A y R se obtienen por la condición de que 
Po : 


fe para a=0 y para 2 =1. Finalmente, se tiene para ecuación de la 
nea elástica 


sen wr q sen w (1—x) EN 
= en ol [- +Ro' TFT Y FRaijo" 
AQUA) 4 q => 


an 1Cg4 +) 


1 (1 — qu) 


816, Reacción en el apoyb: 
A=P4P0qU—i). 


En el segundo trozo el diagra- 
ma tiene la inclinación: 


180 =4. 
Reacciones en los apoyos: 


1- a 
A 


+a 
p=0: 5 


La ubscisa para la que Q=0 
viene dada por 
Ba 
O Y 


4 
a 317. 


318. Reacciones en los apoyos: 


i—a i—a 
A=P +43 


Lea 
AT 


B=PI+Q=37" 


La abscisa correspondiente a Q = 0 es 


hn=uaz+ 


Fa. 


=i0— 


Soluciones 319 —324.— 


319. Heacciones en los apoyos: 
1 ES 
4 lr 


(Véase el problema 167.) 


320. La abscisa para la que Q = 0 es el punto medio de la viga. (Véase 
el problema 153.) 


Solución 324 


82). Las reacciones de los 
apoyos son 


A=8B=Q+PR. 


(Véa 163.) 


50 el problen 


322, Heneciones de los apoyos: 


Solución 322 


AN 50 % ay a. Q 
O OO 
La abseisa para Qe 0 es 
A 
SETA 
a 
(Véase el problema 164.) 
323. Kracciónes en los apoyos: 
A=R=P(+2an. Solución 39% 


Caleulando el ro 


a (18) da 


(a) 


en donde la doble sección vale Po 5 
Caleulándojo par flexión como viga uniformemente cargada sin apoyos 
(véase el problema 153), el naximo memento flector en la sección media vale 


Q3, Qb_ 4 
S1>-33= 300 


Muir = 


Haciendo 
. aa 1 
Mass = 3 W = ki 75 =00, 0) 
ciiminando Q entre las ecuaciones (a) y (b) se tiene 


d=225b, 
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325 —328. Soluciones 


. B25. Aplicación de la fórmula (75). El máximo momento flector 3 P 1/16 
tiene lugar bajo la carga; el esfuerzo cortante máximo 3 P/4, en el trozo 
corto de la vigo; además (véase Problema 261). 

W= BH 296, 


. 


e 2 E 
PB 


Por lo tanto, la relación buscada es 
t 4 
nez0 +2 413). 
326, El momento fMector en el punto medio de la viga es Pl/8, y el 
coeficiente de trabajo, según la fórmula (39), 
¡3 
J= 20h" 
El esfuerzo cortante en la sección M es P/2; la tensión tangencial según la 
fórmula (44), 


E Qs5_9P 
= 57 = T6 bh” 
siendo S =3bh"/32. 
Según la fórmula (76), las tensiones principales serán 
HR 3pP 
ET TE TÍ 
y según la fórmula (77), 1824 =—34, 
de donde 4= 7193354" y —1826' 67 


jara las inclinaciones de las tensiones principales a, y 0, respecto al eje de 
la viga. La tensión principal 0, es nula, 


827. Según la fórmula (47), siendo Q = 1 se tiene 


328. La sección peligrosa es la de arriba. Sobre ella actóa el peso P 
y el peso del tirante 


G = 10.87-500-0,0076 = 304x kg. (¡e en em.D). 
La sección debilitada por los roblones es 
F =x(b— 2y) = 1 (8 —2y): 
se tiene, por lo tanto, la igualdad 
P4G=Fki. 


— In — 


Soluciones 329. 


Según el problema 824, el diámetro de los roblones se deduce de la fórmula 


3 
Masc=ki W y de eV 


siendo Q =(P + G)/2 el esfuerzo cortante de la doble sección del roblón. 
De aquí resultan las siguientes ecuaciones : 


1 
(3000 + 3042) x = 1y* 1180, 
y 3000 — 3042 = 6007 (8—2y), 


de donde z=1,18 cm., y = 1,63 cm. 


ade 
320, a) De P= Tk; se deduce d= 3 cm. 
b) a=1,25d=3,75 cm. 
b=icm de P=2abk;. 


e) Si se calcula el diámetro D por esfuerzo cortante, se utiliza 
la fórmula (48) AFD: 
AD 


Pers 
poniendo Q = P, F =22D"/4, Pas = kí, resulta D =2,8 cm. 
exi 


El cálculo del diámetro D por ión se hace como en el problema 824. 
Aplicando la ecuación (b) se tiene 


Marx = Ki-2D*/32, 
y utilizando el resultado del problema 158 (prescindiendo del signo) 
Mmax = (9/2 — 5/4) P/2, 


3 r 
D=2 y D 32m, 


que es el que debe adoptarse. 

«d) Calculando la anchura f£ del anillo, por tracción, resulta $ =a.2 
== 1,9 cm. Pero fijándose en que dicho an está sometido a un esfuerzo 
cortante a lo largo de las superficies x y aplicando la fórmula (47) 


se tiene 


Pes 3 Dek”, 
siendo Q =P, F=4dx, Tuy, =k". 
De donde se deduce 


x=3,5 cm. 
€ inmediatamente resulta de 


Bix=x:(B+D) 
el valor [| = 1,2 em. El valor hallado antes 1,9 cm. es el que se adopta. 
e) DeP= 270 (según la fórmula (47), se deduce 
o 2=50cm 
2307 = 
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330—332. Soluciones 
830. En primer lugar tenemos Q = 600 kg. y el momento de torsión 
entre C y D 
M; = 300-1,0 = 300 mkg. 
Las reacciones de los apoyos son 
A = 343 kg., B= 557 kg., 
y los momentos flectores en C y D, 
137,2 mkg. y 222,8 mkg. 
El árbol debe, pues, calcularse para la sección D. Haciendo en la fórm. (81) 
M, = 22280 cmkg., Mi = 30.000 cmkg., 
y, además, Uy = e == 1,92 [según la fórmula (80)), se tiene 
d =9,33 cm, 
881. Según el problema 286, el momento de torsión entre C y D es 
M, = 71 620 N/n = 7162 cmkg., 
Las reacciones de los apoyos son 
A=135 kg,  B=415 kg, 
y los momentos flectores, 
6750 cmkg. en C, 4000 cmkg. en B. 


El eje ha de ¡caleulartes pes para la sección C. 
gún la fórmula (80), la «relación de dilataciones» es 


Kk 
a = 73g, = 1,58, 
y la fórmula (81) nos da, tomando 


My = 6750 cmkg, M,= 7162 cmkg,, 


el díámetro buscado 
d= 6,48 cm. 


382. La carga máxima r flexión y 'r tensión corresponde al 
purtaca. Cn debida a la flexión es ye 0 


o=M/W, siendo W=hb*6, 


la carga producida por la torsión [según la 
Tormula (42) vale ES 


il, [Esas 


Sustituyendo estos valores, así como A = b/n, y m = 10/3 en la fórm. (78), 
resulta 
pP= R (2,1 My +1,95 VIMI + Jai Mn, 


en donde, según la fórmula (80), 


Soluciones 333 —334. 


3833. La máxima dilatación en el punto (yz) de la sección es, según la 


fórmula (79), 
e, =$ (0,850 + 0,05 Var Tar). 
Para cualquier punto A del contorno (puesto que únicamente en él podrán 
producirse las dilataciones máximas), Ja carga debida a la flexión es 
o= Mit, J=bHH2, 
la CASA a da torsión, según la fórmula (62), para 


i= 


1 M, 1 
E) (E= 43). 
Sustituyendo estos valores en la expresión de £,, se tiene 
=P () 

de 
y haciendo ahora qe TN 


se obtiene para el lugar buscado la ecuación 


24 Coto C++ Cy =0. 
en donde 


1 
€ = (0% — 1) (ade — 0,710) , 


Co = — 0,00 226 ht/a . 
La significación de la constante a es 


884. Aplicación del problema anterior. Siendo 
Mi=M,, b=h2, 0=1, 
se obtienen los valores 
1% =+4 a=18/M. 
Ca = 0,4742 1, C. = 0,0567 A, C, = — 0,000 126 A*, 


y, por lo tanto. la ecuación del lugar de la máxima dilatación, sien- 
do 2 =%/h%, es 


0,4742 11 + 0,0567 2 — 0,000 126 = 0. 
Las rulees de esta ecunción son 
ri = 0,0022, 2, =0,2202, 2, = 0,2428, 
u las que corresponden 
2 =0,017h, A DATO, Za = 0,493 h. 


De estos valores sálo el primero corresponde a un máximo de la dilatación,s. 
Haciendo 


24 


o = 1,126 e » 


M, -. M 
1 4 gs (0 — A) = 15,85 770 
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335—-337. Soluciones 
la fórmula (79) da 


1 
tus = gl0350 + 0,65 Va" F 183) = 2,077. 
Por el contrario, los otros dos valores de z dan para la dilatación los valores 
más pequeños a A 
E AR: 


17 EA Y El 


11,8 


385. La fuerza axial P produce en primer lugar un trabajo de com» 
presión 
o=Plar. 


Para producir la fuerza P es necesario desarrollar un momento de torsión 
en el tornillo, que vale 
M¿= Prig(a +0), 


y la tensión máxima que resulta es, según la fórmula (54), 
2M 
TF =2o0tg(a +0). 


Según la fórmula (79), la tensión compuesta es 
0,350 + 0,65 yor + 4(U,7) = 3000 al., 
y según la fórmula (78 a), para K, = k;= 900 at. ki = 560 at. se tiene 


10 k, 10.900 
== 1500-12. 


Sustituyendo estos valores, resulta 
P — 139987 kg. 


886. DE debe considerarse como una viga empotrada en sus extremos 
y en cuyo punto medio actúa Ja fuerza P; ej máximo momento flector es 
P1/8 = 100 mkg. De Mass = ki W siendo W = xer*/4 se deduce r = 2,2 cm. 
El momento de empotramiento en D y E somete a torsión los trozos finales : 
según Ja fórmula 154), la tensión que'se origina por esta causa es 
2M_Kk_a ved 
A = 3 = 660 al, puesto que M, = Mas = Ki 3 PM 


tna == 


887. Llamando V, y V, a las reacciones transversales que se producen 
en los puntos A y B, las ecuaciones diferenciales de la línea elástica o barra 
deformada son: __ 

Para el trozo AC 


dy Pg Ya 

di" EJ EJ? 
o haciendo w! = P/EJ 

dee, Ya 

dq? EJ > 


Soluciones 337. 
y haciendo lo mismo para el otro trozo BT; las soluciones son, llamando 
Ass. -» B, a las constantes de integración, 
ViLe 
Y =——p7 + A Cos wY, + B, $00, 


Y, 
— 7 + A, cos 0, 


Las condiciones limites son : 
Y yn0W0)=0,  —» y(M=0, 
9) nt=0 0 yl)=0. 
e) La continuidad de la dirección de la tangente a la elástica en € da 
Y 0) = y (> 
f) La igualdad de momentos en € da 
Yi (0) + Yi 0) = 
De lo cual resultan lus dos ecuaciones 
Vi, loctgol —1/1]— Y, l, (o ctgol, — 11] =0, 
( Ya, + Va, 0 


Para que exista una solución distintu de ln (Y, = V, = 0), debe ser nulo 
el determinante del sistema. Así resulta 


1 1 
PTA + MAR ctgol, + ete ol. (m 


que puede escribirse en la forma 


sen ol, [v0l, cos 601, — sen (04,] +01, sen ct (ol, cos col,— sen «0l,] =0. (2) 


La discusión de esta ecuación para deter! 
e se busca, y que debe corresponder al 
ir los siguientes casos : 


L Sea d+ le 


La ec. (2) queda satisfecha: 1.5 € 
es una identidad. La forma de pande 


ar la carga total de pandeo 
rnimo de cv, obliga a distin= 


ido ella o su equivalente la ec. (1 
correspondiente a este caso est 
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338—-339. Suluciones 


representada en la figura a). 2.* Cuando los paréntesis de la (2) son nulos. 
La forma de pandeo es la que da la figura b), que equivale a un empotra: 
miento de los dos trozos en el punto C. Fl valor de «w» correspondiente al 
trozo de mayor longitud es el $e determina la fuerza de pandeo, Cuando 
sen admisible un solo valor de P en toda la barra, este caso no tiene apli- 
cación. 
1. Seal =Lh. 
La ecuación (2) se simplifica reduciéndose a 
wt, sen ol, (9 l, cos 01, — sen w 1yj =0. 
La ecuación queda satisfecha: 1.* Para sen 01, = (, 0 sea 


P=wEJ=4wW EJ/P. 239,5 EJ [P. 


w = X;t,, de donde 


2." Para tgol, = wÍ,. La raíz menor de esta ecuación es (01, = 4,49, 
y de esto valor se deduce 

P=4-44%.EJ ¡880,5 EJ/0. 
El primer caso corresponde a la deformación de pandeo a); el 2.” a lab). 


888, Véase la solución y las figuras del problema anterior. Se tiene 
Ll =21 =213. 
1." Deformación a). La ecuación (1) es en este caso 
3= 201, [ctgol, + etg204] = 01, (3 ctg 01, —1g 04]. 


La menor raíz de esta ecuación es xl, = 1,928. De aquí se deduce la carga 
de pandeo 


¿== 9.1,928* EJ /0 22 33,5 EJ/P. 
2.2 Deformación b). En este caso se verifica la ecuación 
o =tg0l. 
La raíz menor es wl, = 4,49, de donde resulta 


ñ 
P=wEJ= 3 AR ESTO ZAS IES A. 
Porlo tanto, es aplicable el caso 4), que tiene lugar para una carga menor 


889. Introduciendo, como en los problemas anteriores, las reacciones 
de los apoyos V,, Y, como incógnitas, las ecuaciones diferenciales de la 
Tínea elástica respecto a los ejes coordenados señalados en la figura son : 


en el trozo AC, a" El 
=$ dy, Pg YA, VUE 
CM, lo A . 
ac dz O TS 


Soluciones 340—341. 


Suponiendo que la elástica es simétrica (lo que evidentemente es suficiente 
para hallar la carga total mínima), las condiciones límites son : 


a m0) o, Doy) =0, 

o) m(0) o, d) Yi4/2=0, 

e) y7 (1/2) =0 (el esfuerzo cortante se anula en el punto M), 

D mi), =y¿(0) (continuidad de la inclinación de las tangentes 


en el punto €). 


. Las soluciones generales de las ecuaciones diferenciales, con la simpli- 
ficación corriente w* = P/EJ, son 


MU 
Y=A,coswx, + Bysenwx, + 


P 
LU y, 
Y = A, CO5 wz, + By senor, — xt 7 Qe). 


Después de eliminar las seis constantes Aj, Ay, Br» Ba, Ya, Y, por medio de 
las condiciones de los límites a) hasta f), se obtiene para determinar la carga 
mínima de pandeo la siguiente ecuación trascendente : 


cotgot— 27, =tg Sh, 


que puede escribirse 


1 
cos w(l, + 1,/2) = y sent cos St : 


840. Para el caso l, = 1, = 1/3, la ecuación trascendente del problema 
anterior, haciendo 01,/2 = d, toma la forma 


1 
cosa ls costa —3— gon acosa] sais 


que se descompone en las dos siguientes: 


tga 
cosa=(0 y a= =3ta* 


Las raíces menores de estas ecuaciones son 
a=axf y a= 2,568. 


Para la determinación de la carga de pandeo mínima solamente es válido 
el primer valor 4 = 1/2 = 1,57. La carga de pandeo vale, pues, 


9WMES 
uo. 


P=EJO= E) E - 


841. Para el caso 1, = 21, =1/2, la ecuación trascendente del problema 
839 toma la forma sencilla 


tg 2a=2a, 


en que a = w1l. La raíz menor de esta ecuación (que es la misma que la 
correspondiente a una barra empotrada en un extremo y articulada en 
el otro) es 2u = 21, = 4,49, es decir, a = (1, 22,245, 

De ahí se deduce la carga de pandeo 


P= Ez 2 EE A 
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342—343. Soluciones 


842. Contando la variable x, desde A hacia la derecha para el primer 


trozo AT, y la z, desde C también hacia la derecha para el trozo CB, las 
ecuaciones diferenciales de la línea elástica son: 


de P 
Trozo AC, E + org =0, en donde ct = 7,3 
Pp 


y, 
en donde atw*= 7, con at = 3; 


de 
trozo TB, 725 + amy, =0, 


2) 1110) =6, D) y (yy (0, 
C) y (1) = 410), 4) y, (1) =0. 
Las soluciones tienen la forma 
Y =A,cos wx, + B,sen 07,. 
Y, = A, Cos az, + HB, sen 4wr,, 
siendo A,, A,, B,, B, las constantes de integración. 
Teniendo en cuenta las condiciones de los límites y cluninando las cons» 
tantes, resulta la ecuación 
atgol, + tgaowl, =0. (a) 
La raíz menor de esta ecuación da la carga de pandeo P buscada, teniendo 
en cuenta que 
P=EJu* 
Para J, = J, se tiene a = 1, y la ecuación (a) se reduce sencillamente a 
sen w(!, +1)= sen wl=0, 


como en el caso de una barra uniforme simplemente articulada en sus ex- 
tremos. 


848. Las ecuaciones diferenciales du la línea elástica son : 


En el trozo AT, 


en el trozo TB, 


Las condiciones Jímites son: 
La Y (0) =0, D) y, (1) =0, 
0)nN)=4w0, dy 1) = (0). 
Las ecuaciones diferenciales tienen las soluclones 
y, = Aycoswz, + B,senwz,, siendo w%=P/EJ, 
¡e mm ÁAyz + Br 


Introduciendo las condiciones limites y eliminando las constantes As, A,, 
B,, B,, resulta para “ la ecuación 


tgol, + 01, =0. 
De la raíz menor de esta ecuación se deduce la carga de pandeo 
P=EJ0w". 
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Soluciones 344—-345. 
344. Con las notaciones de la figura, las ecuaciones de la elástica son : 


"y 
Trozo AB, FL 0; 
1 
Die: q. Pe 
trozo BC, dit EY 


Las condiclones límites son 
a) y1(0) =0, D) 1 (5) = 9, (0). 
Oui) =040), 0 y07)=0. 
Las soluciones de las ecuaciones tienen, siendo P/EJ = «w*, la forma 
Jen A+ Br, 
Y, = A,coswx, + B, sen oz, . 
Las condiciones limites dan las relaciones 
B,=0, Al=A,, A1=B,0, 
— A, sen (c01,/2) + B, cos (w1,/2) = 0, 
y eliminando las constantes de integración A,, A,, B,, B, resulta la ecuación 


La raíz menor de la ecuación da, sustitulda en P= E c?, la carga de pandeo 
buscada. 

Para demostrar la relación que se indica en el enunciado, se escribe y, 
en la siguiente forma: 


1 
Ya = A, [cos oz, + 7, sen wx,), 


y,3s cuicula la absclsa a, del punto de intersección A” de y, con el ejo, 
aciendo y, = 0. De esta manera se tiene 


cotg wa, = — 57. 
La longitud 177” es, pues, 

La—24,+4, 
en donde sen L = 0, o sea wL = 7; se tlene, por lo tanto, 


wl, 


— 
o sea 
o, 1 
gara, = — Gt — —Á, 
58 253 PYR 
que, en efecto, 6s idéntica a la ecuación (a) anteriormente obtenida. 


346. ScanP", Pa, Fo, Po las áreos de los triángulos ABC, OBC, OCA, 
VAB, y scan Jas Jos Je lus in. de i. de lus secciones de las barras. 


HUM — 


345. Soluciones 


Supongamos que el punto O se sale del plano en una magnitud £. Las 
tres barras tendrán en O un plano tangente común, cuyas distancias 
a A, B, C serán, por ejemplo, fa, fo, fer 

Demostremos primeramente que 


La Fa + o Pot Lo Fo 
E: SS 


Imaginemos fija la BC y que el punto A se eleva fa; entonces O deberá 
elevarse 


() 


ha MOBC F, 
MS gano Mp * 


Lo mismo se repite para los otros dos lados, y sumando las tres expresiones 
sale la relación (a). 


La figura adjunta representa la sección por OA. El momento flector en 
el punto M es M = Ay, y la ecuación de la línea elástica es 


de Ay 
a” =p 0 


cuya solución tiene la forma 
y=C,senw,1 + C,coswx, 


siendo C, y C, constantes de integra» 
ción. Para 


y=0 
se tiene 
C,=0:; 

además, 4 

e = 0,005 00,2, 
y para 

z=a, y=b 
se obtiene 

AA 


eliminando C, entre ésta y la ecuación 
E=C,senw, a, 
se deduce 
ya 


tn e liar): 


tgo,a 


Para f, y f. se obtienen expresiones análogas. Sustituyendo en la ecuación 
Ca), resulta 


(.) 
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Soluciones 346—347. 


Obsérvese que, para el equilibrio, hemos determinado las tres fuerzas 
A, B, C. salvo un factor común k, es decir que dos de las fuerzas, por ejemplo 
la B'y la C, están dadas por la tercera A. La ecuación (b) es la que deter- 
mina el factor k o lu fuerza A. El valor menor de A que la satistace es el 
que determina las cargas de pandeo A, B, C. 


346. Una solución aproximada del problema se obtiene del siguiente 


mudo ; Se considera el poso propio q (1— 1) del trozo AM como una fuerza 
al que actúa en el c.d. g. S y que trata de provocar el 


ideo enla barra SÉ de longitud x + (1—=x)/2. Aplicando la 
'órmula de Euler (83) al caso b), tendremos 


nn EJ 
11324 EF 


ES 
UD (+ ay 
A cada valor de x corresponde un determinado valor de q. El peso unitario 


menor dará la solución. El máximo de ((—x)(l + x)* se obliene para 
1 =|[/3, y con este valor resulta 


q=m 


(l.a resolución exacta del problema, empleando recursos de Análisis superior, 
da para valor del coeficiente numerario 7,91...] 


347. Sea y la deformación (flecha) en un punto Eres EE a la distan- 


ciu z de A; el momento flector es M = Py, y la ecuación de la línca elástica 
[Véase la ec. (41)] es 


con 

w = Y PIEJ. 
La solución de esta ecuación es 

y=/snwzr, (a) 
teniendo en cuenta que para determinar las constantes de integración 

d 
podemos observar que para 2 =M, y =0 y para 2 =2,/2, Y =f, y EA =0. 
De esta manera resulta 
wr, =xR. (0) 

La longitud de la barra es 


Derivando la ec. (a) 


(o) 


348—349. Soluciones 


Sustituyendo este valor en (c), tendremos 
> » 


im] [: + ¿o comoz]az= +31" / costwxdz, 
0 3 


i=o.(1+J003), 


o sea con suficiente aproximación 


E (14 pro] 


WEJ(,, P 
P (127). 


de donde utilizando la ec. (b) se deduce 


En esta expresión, Pa = 1%EJ/P representa la carga de pandco, según 
Euler [véanse fórmulas (83) y (84)]. 


848. Las tensiones máximas o,, o, son las de los puntos interior y 
exterior de la mitad de la varilla. Estas tensiones son, según la fórmula (67), 


am=— Fei, en donde w=l; 


haciendo uso del resultado del ejercicio anterlor sale 


YE TT 
0 =—P [pre Fr») 
a-— E +0 en el exterior, 


%4= —E-o en el interlor, 
siendo 


2E(1 1 
0a=PeY Tn») 
A esta ecunción corresponde una hipérbola con las coordenadas P y o, cuyo 
centro dista de O la magnitud Pa/2 y cuyo vértice dista Pa. 
Trazando la recta OA con la inclinación 
tga =1/F, 


se tiene el diagrama de las tensiones a, y 0, como segmentos de la 
ordenada 2 0. 


849. La curvatura de la línen elástica debida al momento flector es 
1 


Soluciones 350. 


y la debida al esfuerzo cortante, siendo el ángulo de deslizamiento 
dp, =xd0/G F 


111,1 dp, da M, xd0 
0atoa az + da “EJ + GFdr* 


Haciendo Q = — d M/ax, se obtiene la ecuación de la línea elástica, teniendo 
en cuenta los esfuerzos tangenciales, cuya forma es 
dy M * dM 


dei EJ GF dr” 
Para hallar la carga total de pandeo se hace M = P y, con lo cual se tiene 
( xP y 
y Qu 4) + g7Y= o. 


Esta ecuación tiene la misma forma y” +w*y)=0 que la de Euler. 
La condición de pandco wi = 2 es, por lo tanto, 
PIES Ec 
TNPIGFT E 


de donde se deduce la carga de pandeo 


mEJ 1 
Na ETA" 


VA RT 


Tas tensiones y pe? hacen bajar la carga de pandeo. Pero, de hecho, 
la influencia de las tensiones tangenciales es sensíble solamente en las 
columnas huecas y en las vigas de celosía con montantes y diagonales. 


850. Se calcula el ángulo de deslizamiento o distorsión p producido 
por el esfuerzo cortante en un recuadro cualquiera. El esfuerzo de tracción 
en las diagonales vale Q/cos « y su longitud es a/sen a; por lo tanto, el 
desplazamiento lateral producido por el alargamiento de'la diagonal es 

Qa 


ho anacosaEF,* 
Kl desplazamiento lateral debido a la compresión de los montantes es 


Qb 
EF,* 


h Li LAR 


y. por lo tanto, el ángulo total de desliza- 
miento vale 


bit Q 0» | 
oa rr, taRr | 


De esta última ecuación se saca el valor p/Q, 
y sustituyéndolo en vez de x/G F en la última 


¿cuación del problema anterior, se obtiene el 
resultado. [AE DE 
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" 361—352. Soluciones 


851. Se considera la deformación de un trozo de viga comprendido 
entre los centros de dos recuadros adyacentes, producida por los esfuerzos 
cortantes, Por razones de simetría, en los puntos medios de los montantes 
la elástica presenta puntos de inflexión. l.a deformación del trozo repre- 
sentado, a causa del esfuerzo cortante se compone del desplazamiento f, 
debido a la flexión de los montantes, y del fz debido a la flexión de las 
cabezas. La inclinación y, de los montantes debida a los momentos Qa/2 es 


Qa db Qa o _ 

e Y 
luego 

de l 


Además, tenemos 


Q (a/2y* Qa 
LF MABRES," 


La distorsión debida al esfuerzo cor- 
tante €s, pues, 


NA 
ala 


» Qar 
= EJ, AMET 


Sustituyendo el valor de p/Q en vez de x/GF en la última ecuación del 
problema 849 se obtiene el resultado. 


q ? 


352. La breve demostración que sigue se debe a R. Grammel (Img. Ar- 
chiv. Tomo 1, pág. 243, 1930). 

El eje a del alambre que se supone rectilíneo 
y vertical, en el instante del pandeo se convierte 
en una curva alabeada b. En cada sección trans: 
versal A del alambre actúa el vector momento M 
vertical, cuyas componentes según la tangente ( 
y la binormal 1 son el momento M, = M cos A 
(que es propiamente el momento torsor) y Me 
=M sen p=MQ (momento fleclor), siendo p 
el ángulo que forman M y £. En la normal prin- 
cipal horizontal n de no hay momento 
flector; por lo tanto, el plano nf es el plano os- 
culador de la curva ), Además, la curva ) tiene 
pendiente uniforme, puesto que únicamente po- 
dría alterarse pur efecto de un momento flector 
horizontal. Por lo tanto, y es invariable y tam- 
bién lo será My, y en consecuencia, la curvatu- 
ra 1/p de la curva b; luego se trata de una hélice 
en la que 


siendo [ el puso y r el radio. Sustituyendo estos valores en la ecuación de 
la línea elástica, se tiene 


dar 27 Mp 
a a 


Soluciones 353—-356. 
y» por lo tanto, 
ELA 
q 
siendo M el valor que produce el pandeo cuando M crece desde cero hasta 


ulcanzar ese valor, (Obsérvese que en esta deducción se suponen libres los 
extremos del alambre.) 


358. Según la fórmula (87), para madera tenemos 4 =1/¿2 100, Por 
lo tanto, 2 = 4/3 cm.*; luego para 1= 100 ¿= 1,15 m. cesa la validez de 
la fórmula de Euler, 


854. La Jongitud reducida de la barra es, según la fórmula (85), ,=0,7 1 
=2,1 m,, y, por lo tanto, siendo ¡=4/4=5 cm., el valor de 4 es ¿=1,/=42 
La fórmula (86) da la carga unitaria de rotura por pandeo 


Ki =293 —1,94 ¿=211 at.; 


por to tunto, la carga total de pandeo será 


" 
Pal NA = 66287 kg. 


365. Se aupone primeramente que es válida la aplicación de la 
fórmula (89). El m. de í. de la sección es 


= $12 — 89) == 202684 cm, 


y el área, 
F = 180 cm.?, 


de donde 
1 =J/F =33,5 cm? 
Para la resistencia al pandeo tenemos primeramente 
AY 
Ki= oa = 358 at., 
y de aquí, según la fórmula (89), 


9 
a=i-V 7 166 6 I=05cm, 


que es la longitud de rotura por pandeo. Como 4 == 1/(= 166, es decir, ma- 
yor que 80, la aplicación de la fórmula (89) es correcta. 


366. Para esta forma de sustentación, la fórmula aplicable es 


pa OL9ES 
er” 


de donde 


50.4002 


20,19-1000 = 1980 cm.* 
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367—369. Soluciones 


'Tomando D=15 cm. y el or ¿=2,5 cm. se halla Y = 1994 cm 
y li = 93,5; la Iórmula de Euler era, pues, aplicable. 


857. La posición más desfavorable del vástago del émbolo es la 
extrema derecha, ya que en ella puede considerarse su extremo izquierdo 
como empotrado en el prensaestopas y el derecho A que va guiado en línea 


recta como articulado ; por lo tanto, es aplicable Ja forma 9), y según la 
Sórmula (85) tendremos 


4=1,//iw 0,7 1i, 


y como i=d/4, resulta 2 =2,8 la. 

En los vástagos de émbolo, generalmente 1 < 40d, o sea 4 < 105; por la 
tanto, tratándose de acero dulce, se debe aplicar la fórmuia (92), y lu fuerza 
total que puede resistir es 


1 1 nds 
P= 35 FKs= 35 37 (3100— 11,42), 


de donde, para calcular el diámetro tendremos la ecuación 
ds —0,010321d = 0,00822.P, 


358, Primeramente ha de decidirse si procede la aplicación de la 
Sórmula (86) o de la (87). Aplicando la (80) tendremos para la carga tota! 
le la riostra 


P 5000 Kg. = y Fis = (79 — 1,940), 
en donde 
2 = Ii =1yT2/a = 1384/a. 


Esto nos da la ecuación 


a —9,184 = 187,71, 
de donde 
a=19 cm. 


Con este valor se obtiene 4 = 72,8, lo cual justifica el empleo de la fórni (86). 


859. La sección es F «= 210 cm.*; la distancia del e. d. g, al borde 
superior es e==4,64 cm.; el m. de í. respecto al borde superior. 
750 em:, y, por lo tanto, respecto a la horizontal que pasa por el centro 
de gravedad es 

J = 3228,78 cm; 
luego el radio de giro, 


yVTF =39N em. 
Según los datos, la carga unitaria de trabajo admisible para el pandeo es 


ki=$p= 0 = 0,572 tiem. 
De la ecuación 
ki=aks sale «=AYk¿= 0,572, 
y a este valor corresponde en fa tabla 4 el valor 
A=li=81, es decir, [=81í= 318 cm. == 3,18 m. 
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Soluciones 360—364. 


360. Como 1= 500 em. e ¿=y/D"+ df = 9,775 cm., el grado de 
esbeltez es 4 =(/í= 51,1, al que corresponde según la tabla 4 un valor 


40,377, y, por lo tanto, ki = ak; = 0,377-700 = 254 kg./cm.* 


861. El mínimo m. de i. de la sección J quo 
se calcula partiendo de J. Se considera el área 
det hierro en ángulo como la diferencra de los 
prados az y b%, siendo a =8 cm., b=6,8 cm. 
ndremos, pues, 


po pe + 
Ji E 2 a MO ] — ES +0 M,0 ls 


en donde 
MÓ =4y2 cm... M,Ó 
Se tiene, pues, 


3,1y2 cm. 


Y” 1112 em.* 
De donde resulta q er l—— (at — b3) 


SO», siendo ZO == 7,87 cm. y $ 


elo, d go de lu sección. Luiego Ja ip = 13,3 ema, i= = 1,56cm. 


ego, según la Phrmula (85). 
A= 1 i=12i= 9, 
y. finalmente, de la tabla 4 y la fórmula (94) resulta 
a = 0,558 y ki= ak = 0,558-700 = 390 at. 
862, El radio de giro es ¿ = a/y/T2 = 6,93 em. Como la sección superior 


no puede desviarse, se debe aplicar la fórmula (85), forma d), y. por 
lo tanto, 


%= lsfi = 0,7 Li = 60,62 


además, según la fórmula (86), la resistencia o curga de rotura por pandeo es 
Ki = 203 — 1,4) = 175 at., 
y. por lo tanto, la carga admisible, 
P= FRi4= 25,2 t., Fea. 


363, El área de la sección es FP = 244.45 em.!, y 
que pasa por el centro de gravedad es Y = 32 203 cm, de donde 


i=yJJE=U49em y  ¿=ti=2=78,3; 


la fórmula (85), sustentación D), la fórmula (92) da para la carga 
la de pandeo 


Ka = 3100 — HA 


y. por consiguiente. la resisteneí 


y el m. de od el eje 


mit 


07 ato. 
ja total teniendo en cuenta la seguridad es 


1 
P= q FKs= 107900 kg. 


364. ea Po 304 em.t; m. dei. mívimo J = 27 285,33 em.':; radio 
dle giro id = /ITE +. 9,47 cm.; según la fórmula (83), sustentación e). se tiene 


= bji = 24 = 42.22. 
209 


4. WittENuAUER: Problemas de Meciuica, 1£. 


365—366. Soluciones 


Según la tabla 4, se tiene 
a = 0,690, 
y según la lórmula (94), 


ki =ak¿= 0,69-600 = 414 at. ; 

y como la carga de rotura por pandeo es, según la fórmula (92), 
Kx= 3100 — 11,42 =2619 at., 

el coeficiente de seguridad es 


865. Area F = 270 cm.* Distancia del c. d. g. a la arista superior 
e= 12,80 cm. 
M. de i. de la sección respecto a la arista superior 
Ja ¿Uso + 2.12 + 18-3* + 16-2*] = 86 690 cm.* 
M. de i, respecto a la horizontal del centro de gravedad 
Y =J— Fe = 43 274,73 cm.* 
M, de i. respecto a la vertical del centro de gravedad 


Hh= 13-40" + 9-22 + 28-20* — 38.16") = 29 682 cm.*; 
ya que J, < J,, hay que tomar J, para base del cálculo, Se tiene, pues, 
i=vVF]F = 10,485 cm., 
y según la fórmula (92), la carga total admisible será 
1 3 
P=GFKs= GF (3100 —11,42) = 103 000 kg., 


de donde siendo S = 4 
2 = fi = 60,1, 
y la longitud buscada es 
L= 6,30 m. 
866. Area de la sección F' = 14z*. Distancia del c. d. g. al canto iz- 
quierdo e = 192 /4; m. de ). de la sección respecto al canto Izquierdo 13421/3; 
respecto a la vertical del centro de gravedad, J= 7937*/42. Radio de giro 


1_ 200 
le =116lz y == tz" 


Haciendo x = 1,75 em., se halla 


:00 
A ra = 85. 
con lo cual la tabla 4 nos da a = 0,513, y según la fórmula (94), 
ki = a k¿= 0,513-800 = 410 at. 
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Soluciones 367 —368. 
Además, 


A 
y 
z=1,72 cm.; 


este valor puede darse por definitwo. 


367, Area de la sección F' = 75,10 em.*; la carga total admisible es 


1 
P=¿KF 
o bien, según la fórmula (93), 
1 0 000 
13000 = e AOS Y 75,10, 
de donde 
4= 171,4, 
y, por lo tanto, resulta justificado el empleo de la fórmula (93). De 
A=1fi 
se deduce 
¿3,73 cm. 


y el m. de i. mínimo 
J = Fis = 1047,0 cm.* 
Siendo J, el m. dei. de un perfil en U respecto a la vertical que pasa por el 


centro de gravedad (dicho c. d. g. dista del canto más largo € = 2,34 cm.), 
el cálculo da J, = 225,65 cm.* Para los dos perfiles tendremos, pues, 


. z 
dl Ele D ] = 1047 em, 
de donde 
x= 0,96 cm. 


368. 'La descomposición de la carga P en las tres direcciones da un 
esfuerzo de tracción total en la barra DC de valor S, = 3773 kg., y para 
cada una de las piezas de madera, una compresión S; = 2631 kg. La longl- 
tud de estas piezas es 1 = 658 can. 

El diámetro del tirante se deduce de la igualdad 


nd 
Ss = 


4 


%, de donde d = 2,9 cm. 


Llamando a al lado de la sección cuadrada de las maderas, se tiene, según 
la fórmula (87), 


en donde 


1 = li =1y/T2/a — 2279/a, 
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369—370. Soluciones 


y de aquí resulta la ecuación 


14S, 
O, 
z a= 19.8 cm 
Se halla, finalmente, 2 = 113, es decir, > 100, y con esta condición es 
válida la aplicación de la fórmula (87). 


269. a) La carga que actúa en R produce en C una reacción de apoyo 
€ = 12 t. Esta se descompone en un esfuerzo de tracción P = 9t. para la 
viga y uno de compresión S= 15 t. para la tornapunta CP. La viga está 
además, sometida a flexión, el máximo momento flector corresponde « 
y vale May áx = 9000 mkg. Lu carga máxima de trabajo de la será, pues. 


yA 
w 


eL 698455 => 


35,3 at., 
siendo 

W= ¿asar = 12883 cm.* 

b) Para la tornapunta DC, la relación 4 = 1/i = 49,4; según la Labta 1 
y la fórmula (94), tendremos 
a=0,700, ki=ak¿=0,7:80 = 56 at.; 
por lo tanto, su resistencia (carga total admisible) es 
Fkg = 352.56 == 69 t., 


mientras que hemos hallado que la compresión total que absorbe cs sola 
mente de 15t. 


€) Los dos pernos han de resistir 9 t. de esfuerzo cortante según la 
fórmula (48). se tiene 


49000 + nds 
. ==. 
de donde ej diámetro 
d=5,7 cm. 
870. a) Las reacciones de lus apoyos en A y B son yl/2 = 250 kg., y 
el esfuerzo de tracción sobre el hierso redondo CB, llamando 7 ABC=4 


S = Ajsen «. 


En la méncula Á 7% se produce un esfuerzo, qe compresión Ki = A ctg «a 
= 625 kg.. que unido al peso propia q = 100 kg.im. solicita la pieza, como 
1 problema 313. Alí obtuvimos para la flecha máxima en el punto 
medio de la viga el valor 


A A E 
= Aia cs ol 7) JS Y E 
m. de 1. de Ja sección de la ménsula para la horizuntal que pasa por el 


ed. q. es J =284 cm., y el e. d. g. dista de la arista superior e = 3,7] cm, 
Tendremos, pues, 


m= 9,0105 em! y [=1,47 cm. 
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Soluciones 371. 


El máximo momento flector corresponde al punto medio 
M=R|2 468 = 32169 cmkg., 


y los coeficientes de trabajo que resultan para las fibras extremas son: 
en la arista superior, 


—M er/3 = — 120 al. (Compresión); 
«en la inferior, 
+ Mey/J = + 713 at. (tracción). 


A eltas hay que añadir la compresión debida a R 
— RIF =—2 at.; 


por lo tanto, la compresión máxima es — 442 en la arista superior, y la 
tracción máxima + 691 at. en la inferior. 

») La viga 4% puede peligrar por pandeo. El mínimo m. dei. de la 
sección (respecto al efe de simetría) es 130 em. de donde el radio de giro 
¡=2,15 cm. y la relación 2 = Jí= 222. Según la fórmula (91), la carga 
de pandeo será 


Ky = 19740 000/22 = 366 at.; 
la curga de rotura a pandeo, 
Ka F = 10248 kg., 


y el coeficiente de seguridad, 


B71. 4) Del problema 38 se deduce para la carga de fatiga del hierro 
dulce con la variación de cargas dada 


E cae 2y 
A =2100 + 123005 + 250-(5) «2602 at. 
Como coeficiente de trabajo se puede adoptar, pues, para tracción, 
kí¡ =2A/7 = 769 at., 
y para esfuerza cortante, según la fórmula (52), 
, 10 
k = 13 k,= 591 at. 


b) De P= e k; se deduce 
a d =2,Y cm., 
y de PyY2= pad ki, 
d, = 3,5 cm, 


La fuerza P/q/2 en la harra d, determina en las secclones € y A del perno 
un esfuerzo cortante, y según la fórmula (48) tendremos 
PA > 
pyi=i ZÉ ko de donde 3=4,5 cm 


218: 


3 Soluciones 


Del mismo modo para la sccción B, puesto que cada lado de la palanca 
transmite al árbol D la compresión P, se tiene 


pz 


3: 
PyA=2; + k, (doble sección), 


D=3,2 cm. 


de donde 


<) El cálculo por tracción da la igualdad 
P=2b5k;, 
b= 0,72 cm., 


de donde 


y por esfuerzo cortante [según la fórmula (47)!, 


P=2%bak;, 


de donde 
b= 1,0 cm. 
Del mismo modo 


Py2=2% bak; b,=1,4cm. 


3) Insn = BULA (d+ 10 
en donde 


ma) 
16 dx 


es el m. de i. de un cuadrante de círculo respecto a un eje que pasa por 
el c. d. g. (según el problema 108), 


no 


y B 4r 
l=50x el área y t=23—3x 


L 3n 


A distancia del e. d. g. del cuadrante de círculo al eje. 
EE seat is AR 


ÉS Haciendo 1 = 4 B, se tiene 
d 


J= La + 160 —37 (at + a%)] 
14 “om e y 


Y 
; 
4 
! y para a = 0,4 se tiene .) = 0,023 B% 
L e) Ellado AB de la palanca está articulado 
—_— en A y empotrado en B; su longitud reducida 
será, pues, según la fórmula (85), 
1,=0,71=28 cm. 
El área de la sección es F = B*(1— 214%) =0,5 Bs, el radio de giro es 
i=yJ¡F = 0,215 B 
2 = bli =130/B. 


Cetculando, por la fórmula (88) y suponiendo provisionalmente que 4 < 80, 
se tiene 


y 


1 1 3 
FA = 10 F (7760 — 1204 + 0,53 41) = P. 
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Soluciones 372. 


Sustituyendo el valor P = 5000 kg. (compresión del lado de la palanca) y 
los valores de F y 2 antes hallados, resulta la ecuación 


7760 B+—15 600 B = 91 043. 
de donde 


B=4,8 cm. 
Como realmente 4 = 130/4,6 < 80, puede darse el cálculo por definitivo. 
872. a) El máximo momento flector corresponde al punto B, y Vale 
My = 6000 mkg. 
y la E en el apoyo B vale 7000 kg. 


Para la elección del perfil normal T hay que tener en cuenta el 
momento resistente, que vale 


600 000 


W- 700 = 857 em> 


Se escoge, pues, un perfil normal n.” 34 con un momento resistente de 
923 cm (véase Hutte, 25,2 ed, alemana, pág. 736) 


e) La columna debe calcularse por pandeo. De la fórmula de Euler 
EJ 
5B =20,19 > 


se deduce el momento de inercia necesario para la sección de la columna 


P 
J= oz =277 cm. 


El momento de inercia de un anillo circular con la relación de radios 7/8 es 


a 9,413% 
Y E (0*—d) = “EGG Ds == 0,02025 D', 


y de aquí resulta el diámetro exterior 
D = 10,8 cm, 
Caleulando según v. Tetmajer, y siendo el área de la sección 


F= 7 (Dd?) = 0,1845 D* 


su radio de giro 


i=yJ]F = 0,331 D, 
y el grado de esbeltez 


4= 


según la fórmula (88), se tiene 
K, = 7760 — 1204 + 0,53 4*, 

y se obtiene D resolviendo la ecuación cuadrática 
7760 D* — 101 500 D + 190 000 


373377. Soluciones 


cuyo resultado es 
D = 10,755 cm. =10,8 cm. 
(como antes) y 
d=7D8=94 cm. 


878. Se tiene P= Fjo, + Fy0,. Como la dilatación de ambas barras 
es la misma, se deduce 0,/E, =0,/E,, siendo E,. E, los coeficientes de 
elasticidad. De aquí resulta 


ME >; DUO ARA 
AS ER AEE FE? 9% EF FEF, Y “7 EF + Es Py 
274. Para las tensiones producidas por la acción de P son, desde luego 
válidas las fórmulas del problema anterior. Para el estado inlcial, según el 
enunciado, Lenemos 
FO + FS =0, 


y la relación de tensiones impuesta es 
du +0 

+0 
3 PF, Ey—aE, 
%=— EF, EF, a 
P E,—aE, 
EF + E-FhaF, + Fi" 


375. Imagínese el proceso a la inversa, esto es, que el hierro y el 
hormigón tienen inicialmente las tensiones (que se buscan) 041 Y 00, Y que 
la pleza recibe luego la acción de P, con lo cual se producen lus tensiones 
adicionales 0, y 0,- Al final debe tenerse 


0 +0 =0 


De aquí se deduce 


Da 


y. además, 
Sa +0 =P/Fy 
Uniendo a estas ecuaciones las dos siguientes 
Fa + Fa =0 y E, = 0jEs. 
se obtienen las tensiones buscadas 
PJ EYRe PE, 
M2 EPR EF? "7 EF + E/F, 
876. De Fjo, = Ffp =0 se deduce primeramente para la tensión 
inicial del hormigón 
O =—9 at. 
Siendo o, y a, las tensiones que produce la acción de P, se tiene 
P=F,+ Fw y 0JE:= 0/Es 
P=0 (EF, + ELFDIEw 
0, =—270 at. resulta P=—2700 kg. 


877. Desde luego debe cumplirse la siguiente condición de equilibrio : 
compresión en el hierro = tracción en el hormigón, 


de donde 


y haciendo 


o sea 
0.F,=0Ps. 
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Soluciones 378—379. 


Además, han de verificarse las siguientes relaciones elásticas entre la 
tensión o y la dilatación £ (el subíndice e indica hierro; el b, hormigón) 


a,=Eb, 
Ma = Erlip = (E, E) Eb 


puesto que evidentemente 
Es = €, —Enn 
Sustituyendo en la ecuación estática, se tiene 
EEF, = (E, —€) En Fo 
de donde 


3 
=p: 


y la tensión 


0, =€,E, = Es 


slo 
A 

Del mismo modo en el hormigón 
0 = Ente, e) = E, 


Con los datos numéricos resulta 


e 
aer da PO 


0,2128 at., 041,01 at. 


878. La dilatación inicial e, en el hierro debida a P debe ser igual al 
coeficiente de contracción e, del hormigón, es decir, 


b= e, 
P= Fo =5E,Fo 


879. La solución se obtiene teniendo en cuenta la siguiente condición ; 
La diferencia entre la dilatación inicial debida a P y la que queda después 
del proceso, ambas E el hierro, ha de ser igual a la diferencia entre la 
contracción e, y la dilatación final €, del hormigón. O sea, expresando dich» 
igualdad algebraicamente, 


de donde 


Ea — Es = E, —€p. 
Añadiendo la ecuación de equilibrio del cuerpo fraguado y descargado 
EE, bt, = — €, Es Fo 


se obtiene, eliminando e, y teniendo en cuenta que 


la ecuación 
j 
(02) res 


y. por lo tanto, la tensión buscada 


ar 
1+7P” 
y y Y tienen la significación que se les dió en el problema 877. 


se P. 
0 = Et = E, (e. — En) 


dd 


380—385. Soluciones 


880, Sea Al el acortamiento que se busca, cuando no hay armadura. 
La magnitud 41— 31 mide el efecto del hierro. La armadura desarrolla un 
esfuerzo de tracción 

E,F,Slf, 
y el hormigón una compresión 


E,FL(41— DI. 
DO Pl 


EF 
=5l 0 EE) 
ádl=05 +EF, 
881. Se halla el momento de inercia polar respecto al centro y se toma 
Ja mitad ; y así se tiene 


1 
Im ¿AR jarras. 
882, Como antes. Resulta J = En vi+ z ar riSr. 


1 
888. J,= 3 BP +2v0%8%, J,= a BH+ A vb, 


884. Para el sistema de ejes coordenados a0 a los m. de i, y centrifugo 
son: 


Y Jy= E (a + abr— 0 + ¿ua — Bela + b) 4 4b% 4 140%), 


Ja = - Qa—+ a nv (3ab—2be + e). 
Los ejes principales para el punto O están inclinados 45* respecto a los ejes 
40a; los m. de i. principales serán, según la fórmula (35), 
Jim Jhday did — Jay 

Para hallar el c. d. g. virtual de la sección se utilizan las ecuaciones 

F= b(2a—b) + 9avds, 

Fa, = Fy=b(a% + ab— 0/2 + nvót(3a + 2b— eJ/4. 

Los m. de 1. prinelpales buscados para el <. d. g. son 

H=Jj J=J¿—2F2t 


885. Sea y, la distancia de la fibra neutra al trasdós o borde de com- 
presión ; la secclón que se cuenta para el cálculo es 


F= By +9 Us +40) 
Py. = By3R + Y (il, + fabio). 
Elm, dei. para la arista comprimida es 
d= Byy3 + r (ihr 4 fai. 


Sin embargo, sí de las dos primeras ecuaciones resultase yo > h, en su lugar 
se utilizarán las ecuaciones 


F=(BDh+ Dg + Y + 1d, 
Fy =(B—D)P/2 4 by3/2 4 9 (ah, + fabio), 
Y =(B—b) 19/34 by8/3 + 9 (ihr + Jul 


y 
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Soluciones 386—-388. 
Finalmente, el m. de í. para la fibra neutra es 
.= 3 — Fgr 


386. Sea f la sección de la armadura y h su distancia media al trasdós 
de la sección ; prescindiendo de los chaflanes redondeados en los vértices, 
la sección de cálculo es 


F =|zdy + d, (Y —d) + v/ 


== 3 + Dr 


Pel mismo modo resulta 
d 7 


7 
Py = [eyay + > fuey +»pm 
á 6 


—ou ab 
= AG A03 +3 (03d) + vjh 
y el m. dei. para la arista superior de la sección 


Bd e 
IS HG 343 MA, 


siendo 


B—bjd 
=P. 
887. Seca f la sección de los hierros y J, su m., de í. referido a la 
horizontal que pasa por el e. de g.; se tiene 
F = By +vf, 
Fyo= Byi2 +>vfh, 
Y = Byi3 +0(1% 4+3,). 
888. Primeramente se calcula la pro- B 3 
fundidad de la fíbra neutra como en el 


problema 886, haciendo f, = 0, h 
Ja compresión total en la sección vale 4 


» yo—h 
D= foaF +|odF, 
yo—h ó 


en donde O =0Y/Yo 4F, = Bdy, dF, = bdy y 0, la compresión del 
hormigón en el borde o trasdós. 
Sea 1 la distancia de Ja fibra neutra al centro de compresión; se tlene 


» mob 
Dn = [oyaF, +loyaF.- 
yA 0 


De aquí resulta 


— (8 —D) (y — hy 
y para la distancia buscada el valor h,— Yo + M- 
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389 —392. Soluciones 


889. Sea df un clemento de la armadura, o, su tensión, y, su distancia 
a la fibra neutra; el momento flector M se equilibrará con las tensiones 
cuando e 


M =/ Boydy + faut. 
ó 7] 
Ahora bien: 
0 = Teis 01 = YO los 


de donde 


o [1 
M= FA 3 ByiA Ide MÁ w]. 
Como, además, E 

$0 = (Ma — Ya): Yon 


en donde hi es la distancia del borde superior de la pieza al inferior de 
la armadura; el incremento del mumento flector debido a la rigidez de la 


armadura vale, pues, E 
y 


Mi Yo 
890. La sección virtual o de cálculo vale 
BH +04 1» 
y Cara la distancia y, del e. d, y. virtual al canto izquierdo, tenemos. la con- 
Fy, = BH*/2 + (fla + fu). 
Elm. de. para el canto izquierdo es 
J= BIP3 +7 (hi4 ads 
y para la paralela a dicho canto que pasa por el c. d. g,, 
=3J— Ey 
La fibra neutra ha de caer en el canto izquierdo; por lo tanto, según la 
fórmula (66) se tendrá n= y. np = J,E (prescindiendo del signo) y 
P J/Fy, 


391. La fibra neutra debe ser tangente a la circunferencia exterior 
Aplicando la fórmula (66) se tiene 


p=—n, 
en donde n=R, P=3/F, 
1 
Y J(RIZRY A gr Re, 


a(R3— RY +1. 


39%. Llamando a a la tensión en el elemento 
superficial dF = gd odo del hormigón. se tiene 


ria =y:2R, e y=R +0Qcosp. 


La compresión total que debe absorber el hormigón es 


27, 
Ps = [our = AS Us + 0 cos 9) ededo 
ón 9, 
* Línea neutra => (Ri— RY 0/2 = 0, F/2. 
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Soluciones 393—394. 
Del mismo modo se halla el esfuerzo de compresión que ahsorbe el hierro, 
el cual siendo df = [4 p/2x, valdrá 


2a 


cp? Ut + Reos dp ETA 


0 
en donde » = E,/Es¿. Por lo tanto, la compresión máxima del hormigón es 


393, Sí £ es Ja contracción unitaria 
del hormigón en la dirección axial de la 
columna, 


= ejm 


será la dilatución transversal, cuando se 
prescinde del zunchado. El anillo hace que 
esta dilatación sea menor y quede reduci- 
da a ej; el resto e; representa la coacción 
que ejerce el anillo. 

El primer sumando £; supone una di- 
latación del anillo, y como el contorno se 
dilata igual que el diámetro, la tensión 
del hierro será 0, = E,6;. Llamando f a la 
sección del anillo, el esfuerzo Z de tracción 
que sufre vendrá dado por la igualdad 


2Z = 210. 


Fl segundo sumando €; = € —E% representa la coacción ejercida por la 
presión del anillo ; en el elemento 44" del contorno de la columna su valor 


€s 14; pura que haya equilibrio es preciso que 2Z = Jo; cospdF = old. 
cribiendo ahora 


m=Es, 0=Eje,, 
se tiene 


y del mismo modo 
q- 


894, Scan M¡ MÍ las componentes del momento de torsión M, que 

sorben la madera y el hierro, respectivamente, y G* y G” los coeficientes 

icidud transversales respectivos; el ángulo de giro por unidad de 

la viga valdrá, según la fórmula (67 
M; 

TES 


Para un trozo elemental de hierro dx el giro vale 


Y= 


rdp = ydx =rdz/G", 


siendo + la tensión tangencial y y cl deslizamiento o distorsión, 
Como dp:dy = $1, resúlta 


t= 


3956 —396. Soluciones 


y el momento torsor de los dos hierros es 
Mi = 2/11 =2/r"G"D. 
Jgualando los dos valores de $, se deduce 


y de aquí 


a la que hay que añadir la ecuación 
M.=M¡+ Mi, 
de donde se determinan fácilmente M( y Mf. 
406, Sea ea distancia de un punto al eje, la ley luca) de variación 
es 
E=E,+(E,—Epe/r =a + bQ. 


Para 9=0, E=E,; para 2=r, E=E,. La dilatación £ debida a la 
fuerza P es igual en todos los puntos; por lo tanto, la tensión y = Ee será 


de 


varlable. 
Haciendo 
r 
P=|lodF, 
y 
y dF =2xod0 (elemento de área anular), 
o=8(a +0), 
se tiene , 0 


P = nrie (a + 2br/3), 
y Como la carga admisible k; se alcanza primeramente en el borde 


ek JEs, 
de donde 


Ek (q 4 E 
Pz 3 8 + E,)* 
siendo F el área del alambre. 


896. Sean AB y CD dos secciones de la barra a la distancia ds; después 


de la deformación la sección TD toma la posición TD" (llevando AB a su 
primitiva posición) y el giro relativo de va 


¡mais /7 2 de E, 
E Ahora bien: 
0" 2s TE 5. 
ñ Cr 
D La 
*“Ea=a*” 


son los acortamientos en las fibras extremas para 1 = +€ y 2 =-—€, de 
donde 


a ds 
rl 


O 
de= Ta 
— 22— 


Soluciones 397. 
además, 
ds = MN =MN—NÑ =(1—o0/E,) ds, 
y el radio de curvatura de la línea elástica en el punto M es 
ds _ (E ¿00 
1) ==. 


e= de = Vo, 


Puesto que esta expresión tiene el mismo valor para todas las secciones, la 
línea elástica es un arco de circunferencia de radio Q. 


397. Siendo o la tensión en el elemento cualquiera de área dF, se deben 
verificar las ecuaciones 


fodF=0, fozdF=M. 


Sie es la dilatación en dP y e, en el e. d. g., y e es el radio de curvatura de 
la línea elástica, se tiene 


z z 7 
eo+ as o=B0= E (1 +07) (0.4 ¿) (a) 
y sustituyendo en las integrales de arriba 
1 as, 


a 
EP G +) fear +2 raF =0, 


cofzdr + G + 2) Suar joer = z 


fzar = 0, [mar =J, y para la sección simétrica fear =0; 


1,2% 


J 
erro y (+ E (0) 


Haciendo J = Pi, se obtiene para la dilatación en el c, d. g. 


La tensión en el c. d. g. para z = 0 es, pues, 
aelt 


M 
0% =E.=— 5 a 


y el lugar de los puntos de carga nula (a = 0) 
z, ap 
e. +q=0 o bien 2, ==, 


esto es, una paralela al eje a la distancia z,. Finalmente, las tenslones en 
las fibras extremas son : 


paraz= +8, n= 


para 2=—e, o ai) 
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398—-400, Soluciones 


398. Siendo AF un elemento de Area, sometido a compresión, z su 
distancia a la fibra neutra y a la compresión, se verilicarán las ecuaciones 


. A 
P =foar, Pra) =fozdr, 
o . 


0= 105,10. 


Como las integrales sólo se extienden a la zona comprimida, es decir, ala 
zona que cae debajo de la fibra neutra NN, se tiene 


y 
1 

fear ¿de fea E 3 he, 

0 o 


de donde 
2P 
=34 Y Our 35 
3209. Solución como en el problema anterior, Se liene 
¿ 1 
fear = 20 e) eV, 
0 
4 
par y 2 eps ey 
2 3 A 
0 


Se considera como área activa a la diferencia entre el cuadrado y el 
triángulo que está por encima de la línea neutra. 
aciendo z = e/s, se tiene la ecuación 


2504 6:—2=0, 
cuya raíz utilizable es z = 1, de donde e = 
y Gnsr = 3 P st 

400. Solución parecida n la de los dos problemas anteriores, Se tiene 


. 
Pafodr y P(p+reosa)=|ozdF; 
5 0 


siendo dl 
a om 
se deduce , E 
Pp Pas lar y P(p+ reos) > 2 2d, 
. o 
£ 
[mar 
de donde presa =G—. 
Jar 
o 


=P RÁÑ 


Soluciones 401-403. 


Según el problema 117, tendremos 
e 


y 1 
finas: ar [1 (costa + 4) 1 sena cos a 
0 


además. 


[rar cosa + sena (1— 


de donde resulta, finalmente, 


r 3 (1 —a) + sen a cos a (3 + 2 sen* a) 
P= 43 (Taro asma — sena)" 


401. Para el equilibrio entre las tracciones y las compresiones en la 
viga de ancho 3 debe verificarse la ecuación 


Byo/2 =B(H —y)Ja), 
04 =EygEg, 0, =Ep,0, 


compresiones de las fibras extremas. 
4 = Hi y Observando que 


Evita =(H Y): Yo, 


en donde 


son las tract 
Haciendo 


se hala Vi 
ie 
AE 
40%, Fl equilibrio entre tas compresiones y tracciones da la igualdad 
Ya My. 
fueao - | nady. 
0 0 
Con ayuda de las ecuaciones de Mach y de las relaciones 
oy . 


am = 


ma a. 


de my 


403. Con las notaciones r= 
virtual es 


el área de la sección 


ES Evo 
Fox By ip BqQ—y) + 1 


Fy.= ByY2 + 4B(H*—yDN +v[/h, 


siendo yo la distancia de la fibra neutra a la comprimida del trasdós. 
Elm. de i. de la tracción virtual para la fibra neutra es 


de = Byi3 + B(H — yoP/3 + »[(R-— y), 
y la compresión máxima en el hormigón, 
Tea = MYolJ, 


y 


=P 
15. Wrrruenacen: Problemas de Mecánica, 11. 


404—405. Soluciones 


404. Notaciones como en el problema anterior. 
F =(B — b)h + dy, + M0(H — 80) + YU 1 + 1) 
Fyo = (B—d)PR + byiR + 40 (1 yd + 7 Un + haa), 
Jo= Byif3—(B— Do — RPI3 + d(H— ya 13 
+ vb, — 80? + lYo — 10. 


M 
Compresión máxima, de = 2. 
» 
H— 
"Tracción máxima, =-A MC 7 Yo) 
. 
MU, —Yo) 


Trabajo máximo del hierro, 9, =>" 


405, La figura representa el esquema de tracciones y compresiones de 

una sección: N es la fibra neutra; z,, su distancia al ce de Ja viga (que debo 

hallarse): 004: Y C2maz Son las tensiones máximas 

en las fibras extremas s, y s, en el intradós (tracción) 
y trasdós (compresión) de la viga. 

Siendo b la anchura del rectángulo, bdz un ele- 
mento de superficie a la distancia z de la fibra 
neutra, 0, la tracción en el mismo y o, la compre- 
sión, tendremos las siguientes ecuaciones : 


en e. 
P= |bodz—|bo,dz, 
0 ó 


en —. 


M+Px=- $ bzo,dz + fozordz. 
0 9 


Haciendo 


ALO E? a" 
las ecuaciones anteriores toman la forma 
2P Ib = O1maxle + 21) —Ormar le — 21) + 
I(M + Pzy)1d= Oimete + 23% + Orioax (0— 2)*> 
A ellas hay que añadir la relación 


Dit Ett» 
Orasz Ext 2 


DS estas tres ecuaciones se deduce primeramente la siguiente para deter- 
nar 2, 
E A . 
IMFPREFR) ELN 
luego las tensiones máximas son 


3M + PQe+ 2) 
Cima = BRE + 2) 


y __3M-—PQe—=) 
Trans RE 
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Sohuciones 


406. Las fuerzus y momentos de 
empotramiento son los de la tabla 2, 
número 3, sustituyendo P, «a, b, por 
(dE, E, y IE e integrando a lo largo 
de E. De esta manera se tiene 


1 
a ds 13 
J6I—22D4E= 5ql, 


U 
Mam A EU 2945 = Goga, Ma mL [EU DE = Jogo. 
1173 da 


Puntos de inflexión : currespunden a los puntos de momento nulo. En el 
trozo AC son 
M=—M,+Az=0, 


de donde resulta para la abscisa del punto de inflexión el valor 


Pura el trozo CB tenemos 
M=-—Mi +43 —Í(2— 1) =0, 
y para determinar la abscisa x, del punto de inflexión, tendremos la ecua- 


EN 
19 2 
1— Ria re=0, 


de la cual solamente es utilizable la raíz 
Xy 0,8181. 
Derivando la ec. (a) con respecto a x e igualando a cero, se tiene 
2 ole) o 
de donde se deduce la abscisa correspondiente al momento máximo entre 
apoyos NOR? 


2 
n=3+7= 33! = 0,5941, 


y el valor del momento correspondiente es 


Al A 155 
Mus =—Ma + y + 37 ari 


De todas maneras el momento mayor en valor absoluto es el Mg del empo- 
tramiento izquierdo (¡pero no es ún máximo analílico!) 
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407—409, Soluciones 


407. Supongamos que a > b. La flecha máxima se produce entre el 
apoyo A y la fuerza aislada. La reacción del apoyo en A es, según la tabla 2, 


número 3, a 
(3a+ by, 1 
E E 
y el momento de empotramiento en 4, 


A= 


TP 
MP gar 
El momento flector a una distancia cualquiera x de A vale en el trozo 
indicado 
M=—Ma + Ar —qr. 
La ecuación de la línea elástica es 


dy 1 1 
Y = =— loma: 4254) 
e integrando 
dy 1 1 d 
E => losa ¿am gar) SÉ 
d 
La constante C de integración es mula, puesto que 2 = 0 para x =0 


ecuación 


d 
Para la sección de máxima flecha se tiene E =0 yla 
— Ma + Ax2—q2:6=0, 
de donde se deduce para determinar z la ecuación 
P br(3a + by Pp, 6Pab 
q >] teve 
> 408, Según la tabla 2, número 3, la reacción en el apoyo izquierdo vale 


1 
os [j+ 


A= Pa—ay Ra +1) + E axsi—20). 


y el momento de empotramiento izquierdo, 


mM Fal—ay + Hara). 


El momento flector en la sección donde actúa P, es 
—M¿ + Aa=0, 


Pop A 
2 Mp 4014 Za" 


409, Lo mismo que en el problema 408 se tiene 


de lo cual se deduce 


243 
x 13 
M,¿=Mp= el EU EE = zz70b, 
13 
y por razones de simetría, 
=B=qls. 


— PE—= 


Suluciones 410. 


En el punto medio de la viga, el momento flector vale 


1 1glr 19 
Mas MAA 


Los momentos de empotramiento son los mayores en valor absoluto. La 
viga se calcula, pues, tomándolos como base del cálculo. 

Las secciones de la viga en las cuales son nulas Jas tensiones normales 
corresponden a los puntos de inflexión o de momento nulo; tendre- 
mos, pues, 

M=0 


o sea para el trozo AC 
—Ma¿+ Az =0, 
y, por lo tanto, 
Ma 13 
Aa 5 


El otro punta de inflexión es simétrico del anterior. 


E 0,2411. 


310, La vrdenada 9 de la línea de carga, a la distancia £ de A es2Q5/1. 
Procediendo del mismo modo que en el problema 406, se tiene 


U 
1 
a ple 


t 
1 z 
plaesl—-20d= 0. 
h 
t e 


Ínsu—3rdg= 101, Mu=p fos UQE = y 0 
0 


El momento flector a una distancia eunlquiera x de A es 
M=--Mi + Ar—Qr8L 


Maciendo M + 0 resulta para las ubscisas de los puntos de inflexión la 


1—09%, 1 02P=0, 


raíces utilizables (posilivas) son 


Lo = 0,2371, Y, — 0,8084 
da 


VHaciendo, en cambio, 


4% hallaremos la abscisa correspondiente. al 


dx 
momento flector máximo entre a 


no aBQ, 1 


y el valor de este momento será 


Mars Ma A 0,0189 OL. 


más 
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411—413. Soluciones 


La viga debe calcularse para cl momento mayor, que es el de empotramiento 
en B, y que vale My = QUO. 


411. Sila viga ha de poder considerarse como empotrada en B, el mo- 
mento en este punto, según la tabla 2, n.” 2, ha de valer Q1/8; igualando 
este valor a Pa, resulta 
a=QU8P = 0,39 m.; 

el máximo momento flector de la viga corresponde a B 

Mmsx = Q1/8= 703,13 mkg. 
Las reacciones de los apoyos son 

A =Q/2 + P(1 + all) = 3205,8 Kg., 
B=0Q/2—Pa/l = 844,2 kg. 
412. Según la tabla 2, número 3, el momento de empotramiento es 


M¿= JE P0b = 425 mkg., 


y el momento flector en el punto medio D de la viga es 
Mp = — Ma + 500.2 —300.1 = 275 mkg., 


puesto que, siendo la carga total de la viga simétrica, la reacción en A val- 
Bra la mitad, es decir, 500 kg. Haciendo 


Mmax = KW, 
resulta 


1 
42500 = 50 3310, 


de donde 
h=21,7 em., bo 10,9 con. 


418. El momento flector máximo existe en el apoyo próximo a la fuerza 
solicitante, y vale, según la tabla 2, núms. 3 y 4, 
Ma =P E pre. 
La carga debida al peso propio vale 
q=yF= 46,37+1,0078 = 0,3617 ky./cm. 
Resulta, por lo tanto, 
Maz = 36,992 P + 1883,85 [kg./cm.) 


El m. de i. de la sección para la horizontal que pasa por el centro de 
gravedad es: 


Y = 4288 cm.* 
De Max =koS le 
se obtiene, siendo 2 = 12 cm, 

P = 9608,8 kg. 


La flecha debida a tn carga total P es, según la tabla 2, n.* 3, 


Soluciones 414—416. 


La deformación bajo la fuerza P debida al peso propio vale, según la tabla 2, 
número 4, 


qa 
h= AGS 


por do tunto, la flecha total será 
I=1f, + (Í, = 0,0604 cm. 


414. Según la tabla 2, n.* 1a, se tiene para a = 


0,0003 em. ; 


5 
M, =P Mo=33PL 


M, será, por lo tanto, el valor que habrá de utilizarse para calcular el radio 
de la barra. Escribiendo 


3 
16 
resulta, siendo P=8000 kg., 1 
= 1006 cm., Az = 700 at., para rel 


Mae Pl=kW=k57r, 


valor 
7 ld em. 


Las reneciones de los apoyos son : 
1 5 
A=i¡P=55t, B=¡P=25t; 
el ángulo de inclinación yy en el apoyo libre B es 
E — 4,16:10-> 0914 21%; 
Ya = 3777 = 116-103, o sen ; 


para la sección en que no hay cargas normales, M = 0, o sea 


31n1. 


415. En la articulación B se produce un empuje que llamaremos tam: 
bién B. Suponiendo suelta la articulación, puede calcularse el recorrido del 
punto 3 por efecto de la fuerza P. Este recorrido se iguala al que efectuaría 


£ por efecto del empuje B. Tendremos de este modo la igualdad 
Pa Bl 


la= 


se donde 
E = Pajl y del mismo modo A = PDJl. 


El recorrido de € es 


Pa 
lo= gp" 


416. Como las placa 
será el mismo que el de 


on rígidas, el acortamiento 4 del cilindro de acero 
envolvente de cobre. Poniendo 


P=X,+Xo 


— 3 — 


417—4J9. Soluciones 


siendo X, la presión sobre el primero y X, la que ubra sobre el segundo, 
tendremos 


eds E A, »% 
=P X= EG (09d; 
y sustituyendo resulla 
2 E A 
1 ERA a II 


417. Al apretar la tuerca se produce una tracción en el perno y Una 
compresión en el manguito, Sus valores X/F, y X/F, se deducen de la 
siguiente condición geométrica: La suma algébrica del alargamiento del 

erno y del acortamiento del manguito es igual al desplazamiento de la 
uerca “sobre el tornillo. Por lo tanto, 


xi, A 
EF, FEF 74 


de donde resulta con los valores dados 


A , = 9900 Kg. 


X= TEJE, + WEE) 


Así, pues, la tracción unitaria en el perno será ES - E == 1650 al., y la 
. 


compresión unitaria en el manguito, E == 825 at. 
. 


418. La fuerza P se descompone en dos partes, 
P=Xi4Xo 
de modo que la tracción del perno se aumenta en X, y la compresión del 
manguito se disminuye en X,. Para determinarlas se utiliza la condición 


ia de que las dilataciones del perno y det manguito son iguales, es 
lecír que 


XNEE, = XUE Pa 


de donde se deduce 


= PR = 1000 kg. 
o sea 
Xy/F,= 166,7 al, — Xa/E,= 3834 al. 


SI F*, es pequeño respecto a F,, también lo será X, respecto a Xy, es decir 
que J? provoca solamente una pequeña variación de la tensión del perno 


419. Primeramente ha de verificarse la ecuación de la Estática 


S,+28,c05 0 =G. 
—- 22 


Soluciones 420—422. 
Además, la dilatación de la varilla central es €, = 2/1, y la tensión total 
de la misma será 


2 
S¡=F,F,j- 


2cos a 
[cos a 


Del mismo nido, la dilatación de cada varilla lateral es €, = 
4 costa 


, y lu tensión total es 


ECT 


Se 


1 


Nustituyendo estas expresiones de y S; en la primera ecuación, resulta 


420, Sea Y lu fracción de P que carga sabre la viga izquierda; P— X 
será la correspoudiente a la viga de la derecha, La igualdad del recorrido de a 
culeulado para ambas vigas da la ecuación 


P— XP 


de donde resulta 
py 
aa 


NX 


s, por lo tanto, tendremos para el descenso buscado 


ay 


P 
lo= RA 


421. Seca X la reacción de la articulación en C que actúa hacia arriba 
para la viga de la izquierda y hacía abajo para la de la derecha ; la igualdad 
de recorridos de € da la ecuación 

Pe perla Xa XP 


la=3 E) EF EJ" 3 EJ" 


de donde 
Per(ña—e) 


“TH TÍ) 
bd 
__P bea 
lo A 


42%. Llamando Xu la reacción mutua de las barras en el punto de cruce 
suponiendo que para la más larga 2a actúa hacia arriba, y siendo /, y /. 
s recorridos de dicho punto considerados como pertenecientes a una u 
vtra barra, se tiene, según la tabla 1, n.* 3, 
1x0 


423-—426. Soluciones 


Haciendo f, = f,, se tiene 


5 and 
E 
Además, tenemos 
A=qa—X/2 B=q3b+ X/2, 

de donde 

A _ 3at4 8ab” 4 56" 

BO a Bab 3b 

428. Procediendo lo mismo que antes, se licne 


Pa (24 XP 
ATEO? MN RET 
y de la condición f, == f, se deduce 
di 
A 


424. El ángulo de torsión por unidad de longitud Y es proporcional 
a M4. Sea Ma la fracción de momento que absorbe el trozo a, y Mp la del 
trozo b; desde luego tendremos 


Mi= Ma + Ma. 


Si Ya, Ys son los ángulos de torsión de las partes a y b, siendo k una 
constante, tendremos 


D=kM. y D)=kMp 


Como en el punto de acción de M, cl ángulo Lotal de torsión ha de serigual 
para ambos trozos, so tendrá 


Ya:4 = D,-b. 
de donde se deducen M, y Mo, resultando 


b a 
M,= a+F5 M, M,= 7D M.. 


? 495. El extremo de la barra bajará /, y el punto medio de la viga se 


elevará f.; tendremos, pues, a = f, + /1- Según la fórmula (19) y la Labla 1, 
número la, 


sq 
Las Es,> 
de donde 
A 
EF? BES, 
426. Según la fórmula (19), el alargamiento de la barra es 
fi E 
EF? 
y según la tabla 1, n.? la, la flecha de la viga es 
PA 
h= EJ 


Soluciones 427—498. * 


siendo F, la sección de la barra, J, el m. de i. de la sección de la viga 
y E, E, los respectivos coeficientes de elasticidad. De 


i=h=f> P=P4+P: 


resulta 


427. A dos valores de f, y fa del problema anterior se añade 
Pb 


b= EEES, 
y se tiene 


P=P.+P+Po f=h=h=ths 


de donde la flecha en el punto medio 


Z 
y la distribución de la carga 


428,  Imuginemos suprimidos jos apoyos intermedios B y € Podemos 
igualar la flecha que toma en esas 
condiciones el punto £ por efecto 
de la fuerza P con el que resulta 
para ese mismo pinto por efecto de 
lus reacelones desconocidas By € 
en los puntos de igual nombre; es 
decir que 


tra =ler 
Según la tabla 1, número Ja, 


PP [3a ó + 27Paf1 1 23P0 

Ira 3 (a 3 : = EJ 427] 48 E) 

El modo más 
carga ideal indie 


citlo de obtener fyy es aplicar el teorema de Mohr para la 
da en la figura. Las reacciones virtuales de los apoyos son 


dd B 
Ay = EJ 


y así tendremos 


lan 


Ignalando se tiene 


23P_— 5B 23P 3P 
e = 7 y deaqí B=Z > =- 


— 235 — 


129—.131. Sotaciones 


429. Solución como en el problema unterior. La flecha de 2 por efecto 
de la carga P = qa sobre el tranw medio se halla aplicando el teorema de 
Mohr, El momento en el punto O es 
da P 


2 24 


Mo 


y la reacción virtual en A, 
Pao Pa 2 Pe 
= 3 BJ + 1EJ PF 3TES 


A 


P 
4 E 


Por lo tanto, tendremos 


MPa 
Ira = ==357 
, y. como antes, 
50 
ri a 
ll | AÑO 
a De la igualdad [ay =/98 Se de- 
ad po. red 


1 P 
B==3p. A==3xÍ-* 


480, Imaginemos suprimido el apoyo A. Deberá verificarse la igualdad 


Ira =lap 


y utilizando la tubla 1, n.” 4, se obtiene la siguiente ecuación para deter- 
minar la reacción del apoyo A 


Pao, 
3EJ 


De ahí se deduce 


además, 
B=2UP—A)= peta La 
y el momento de empotramiento en 8 
Ma = MPa PE, 


481. La solución se halla inmediatamente utilizando los resultados del 
problema anterior o bien imaginando suprimido el apoyo M y escribiendo 
la igualdad 


len Inu: 


Por medio del Leorema de Mohr se obtiene la reacción virtua) del apoyo 
«debida a los momentos flectores 


Soluciones 432-435. 


La igualdad (1) se convierte, pues, en 


> Pa 
At 377 U— w 
Pa(34—-a% 
y de aquí se derinee, como antes, Bio LLE 


1 
432. Ulilizando la Labla Í, número 6, se obtiene con la igualdad 


les =Íux 
inmediatamente la siguiente ecuación para determinar 2 
qe _ Be 
BEJ O 3 ” 
de donde B=3qU8 y A=5qU8, 
y el momento de empotramiento 
My =— Bl | q8/ = --q1/8. 


438, Lo más sencillo es suponer sustituidas las dos articulaciones A y B 
por guias que permilan el desplazamiento de las secciones de apoyo al 
aetuar la earga q£= Q. La igualdad 

tea 
da. utilizando la tabla 1, 1.2 2a y 3, 
el empuje 4: 
O LEA 
24 257 


y de aquí 


ye e a] 
M= BAT 


434. Teniendo solamente en cuenta las flexiones, la condición de 
igualdad de flecha de los puntos C y D da 


p " 
(Pa S sena) 377 > (Q—S sen a) zp 


Ñ 5 __QRN,—PPJS 
«e donde resulta ETT ETA 


El descenso de los puntos C y D en dirección vertical vale 
¡250 PR, 
= 3 BERET 
El cálculo se complica si se quieren tener en cuenta las deformaciones 
debidas a las fuerzas normales S, Sy, Sa. 


,A86. Supongamos suelta la articulación A y calculemos el desplaza- 
miento de A debido por una parte a la fuerza P"y por otra al empuje H, 
valores que deben ser íguales. De esta manera se tiene la ecuación (véase 
la tabla Y, números 1 y 4) 

_Pbha(( yb) HAB He 
la EJIDO = BER *3EJ," 
Pab(I 4 b) Pab(i +5) 


de donde RO e E A 
73% O 
257 + AA 

ae 


- 2337 


436—439. Soluciones 
dais. Tula A s , 
siendo Ar k. (Ésta es la notación usada por Kleinlogel: + Rahmen- 
E 
formeln +, 6.+ ed. Berlín, 1929). Los momentos en A y C son: 


SS Pa 
=p 


Po, un 


, Ve TT 


T 
siendo Vy + Vo= P. 
El máximo momento en el dintel corresponde ul punto de as 


ión de la 
carga P, y vale 


Pad2kB + 3al-—a 
MRS ED 
436. Procediendo como antes se obtiene por medio de la tabla 1, 


mumeros 3 y 4, la ecuación 


gra HA e 
l= MER? 3EJ,* 3EJ)" 


de donde 


Además, Vez" 


CT IRTE LESS 
id El Di DE TEC TE ES 
487. Supongamos sueltas las articulaciones, y el pórtico cargado con 
la carga P. Los desplazamientos de Á y D son 
_Pob(+b)R =P d+ an 
M= EII + PERIS 
Estos desplazamientos deben anularse por efecto de los empujes H. Para 


cada lado el desplazamiento anulado es la media aritmética Ya + /0)02 
Así se obtlene la ecuación 


la+fo_Padh_ HN HO 
a ya a A A Y RA 


3 Pab 
de donde H= ¿MET se 


488. Como en el caso anterior, tenemos 


qUh HR 
== EJ,= 2EJ, + 3EJ 


== qu 
de donde A=HerT" 


489. Se suponen sustituidos Jos empotramuentos por simples apoyos, y 


en estas condiciones se expresan así los desplazamientos y las inclinaciones 
producidas por la carga q que actúa en el dintel y, por otra parte, los produ- 
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Soluciones 440 —441, 


cidos por los empujes H y momentos My. Según la tabla 1, núms. 1, 4, 
se abtienen de esta manera las ecuaciones 


ta LB, BA, Mate, Math 
1CUMEJ, 3EJ, 2EJ, 2EJ, 2EJy 
gi Hh, , Hhl Má, Ma, 


V=AER TEN TIEN TES? LEN 
y de aquí se deduce 
qu Je 
Mera» siendo k=37 
Hh 2Hh 
y Ma= > Ma+ 32. 


440. Supongamos que el momento flector desconocido en A es Mz; 
la viga AB está sometida al efecto de la fuerza P y de los momentos Ma que 


actúan en las secciones extremas ; la viga AC está solicitada únicamente 
por los momentos M4 que actúan también en sus secciones extremas. La 
condición geométrica de ser rígidos los vértices se traduce en que el giro 
de las secciones adyacentes es el mismo. Esto conduce a la ecuación (tabla 1, 


números 1 y 2a) 
Par Ma _ Maa, 
OHT BRE 
De aquí se deduce inmediatamente el momento en A 
a 
a+ a EJES)" 
La flecha en el punto de acción de P es 


P 
M=3 


Par Ma Par a+ 44, (EJES, 
le = EJ TET = HET aa (EDEJ)* 
441, Supongamos suclta la articulación D (es decir, sustituida por un 


simple apoyo), con lo cual la estructura es isostática. Las reacciones son 
(véase figura) 


Q=qh en A, 


V¿=— Va = — Sen A y resp. en D; 


El momento en 8 vale 
Mp =92. 


Por efecto de la carga q 2 reacciones 
halladas, los puntos A y D del pórtico tienen 
los desplazamientos horizontales /4 y fp; 
luego (véase la tabla 1, números 4, 6, 2 a, 2 b) 


BE CO ZA TIA 
(Sl + lo= 3 EJ 8EJ, BET, * WET, 
qlol _ de 
A => 
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442 —-445. Soluciones 


Estos desplazamientos han de anularse por efecto de los empujes H que 
actúan en A y D, y, por lo tanto, 


2Hte_ Hiel mo, 
137, EJ HE ek +0 


Igualando ambas expresiones se tiene 


qh5k +6 
TE 23 
Los emputes horizontales resultantes son : 
qh11k +18 
en A, ca E 1750 


en D, Hp=H. 


442, Según la fórmula (99), el trabajo elástico en una barra prismática es 
A A=3EF" 
La tensión unitaria es y = P/F, y el volumen, V = Fl; sustituyendo 
valores resulta 


a 
A=35V 


y, Por lo tanto, el trabajo elástico por unidad de volumen será 


A_ 0% 
ASE" 

P A _ 1emkg 

Para 0 =-5, = 1000 at., tendremos $ =¿ pa 


448. La variación de longitud de la barra es 


siendo P la fuerza que actúa y F = bcx el árca de la sección. De aquí se 
deduce, según la fórmula (99), 


TE 
EE =3LeV =3,77 mkg. 


444, A la distancia x de la sección inferior, el trabajo originado por el 
peso propio es a = yx, siendo y el peso específico. Siendo G = p- F-l, lendre- 
mos, según la fórmula (97), 


445. La sección transversal de un sólido de igual resistencia a la trac- 
clón está dada por la ecuación F = Fye*”, siendo a = y/o; la carga unitaria 
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Soluciones 446—448. 


a es en todos lus puntos del sólido la misma, o sea 0 = P/F, y a = Fyy/P. 
La fórmula (97) nos da 


4 
a ps 
a= pj av 75.1 
0 


en donde Y es el volumen del sólido, cuyo valor es 
1 
P 
y= fra = let—u. 
¿ im [e J 


448. 


El trabajo elástico de la barra G, es: 1.*, debido al peso propio 
(según el problema 444) TE F;' 2.%, debido a la carga P en el extremo 


? ren _ PL 

Iscszún la fórmula (99)] 3 gs, 3 3.*, siendo 4 1 =p? el alargamiento debido 
a P, al peso propio G, le corresponde, además, el trabajo G,41/2 (puesto 
que el e. dl £. tiene un recorrido mitad del que efectúa el punto extremo). 
Él trabajo elástico de la barra G, será, pues, 

A A 

FFRER +25 


Este mismo resultado se hallará usando la fórmula (97) y haciendo 
0 PF, + yx. Del mismo modo, para la barra G, se tiene 


163 1(P+GI7_ 1 (P+ Gt 
Ai +30 E ¿2 


Igualando los trabajos por unidad de volumen, esto es, 


As =¡ 


» observando que P, : F, =G,: G,, resulta para P la ecuación 
P*(G, —G1) + P(G, —2G,) = Gt. 
Para G, = 26, se tiene P=Gy. 


447. Ala distancia x del vértice del cono, la sección es F = y»r, siendo 
y = £rih. De esta sección cuelga el peso «dle un cono de altura x; la tensión 


Unilaria será, pues, y = p.z/3, siendo y el peso específico. Aplicando ahora 
la fórmula (97) se tiene 


Ñ 
1 Gm 
A 
o 
en donde o AAA 
G =yrahf. 


448. Sea a la altura del cono suplementario ; la sección a la distancia 
zx de la base superlor del trorico tiene un área 


aa” 
ptes 
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16. WiTTENBAUER : Problemas de Mecánica, El. 


449 —452. Soluciones 


Sustituyendo en la fórmula (97), o = P/F, tenemos 
% 
Paro y 


mi de Pon 
A= zE) Fotdz= 35 


(a4 29 — 2EyF,F,' 


0 


440. Según Ia tabla 1, m1 a, para ú =9= 1/2 la flecha en el punto 


medio es /= luego 


5 FT 
aja Ep 


450. En el trozo Á P el momento flector es M = Ax; para el trozo PB 
es M' = Br”. El trabajo elástico es [fórmula (100)] 


a . 
mf O 

a 357 l araz + Jura) GE 

0 o 


A 1d 8 


haciendo A = PB y Pafl, 
"Al mismo resultado se e lega haciendo A = P//2, y para la flecha / el 
valor que da la tabla 1, n.* 


451. El momento flector a la distancia x del apoyo vale 
M =9(l1—2/2, 
y, por lo tanto, según la fórmula (100), 


1 gu 
A 557 Jura = A0EJ* 
, 


452 La cargu divide la viga en dos trozos. En el trozo a el momentu 
flector es 
M=Az—q912; 
en cl trozo 1— a es 
M' = Bx". 

Según el problema 228, haremos 

A =qa(21—a)/2t, 

B=qa'/2al. 
Según la fórmula (100), el trabajo elástico será 


ia 


á 
o] jue ii = E MOP — 14al 4303). 


— M2 — 


Soluciones 153-457. 
458. La flecha en el punto medio es (tabla 1, n.? 3) 
5 gr 
1= 38 EJ? 
y. por lo tanto, según el resultado del problema 449, 


3072 E Jf* 
A= TE > 


464. 11 problema no puede resolverse hallando separadamente los 
hnjos elásticos para cada curga (problemas 449 y 451) y sumando 
' resultados. El cálculo es semejante al del problema 450, solamente que 
en este caso 


artatl, 
a ql . A 
B=P]+ 3, Me Br—3qr. 


Después de efectuar la integración se tiene 


P 
m7 


gab que 
G 0+aD+ o) . 
456. El momento flector en el punto x es 

M= 2 (Bl — Gaal + dar). 


Según la fórmula (100), el trabajo elástico es 


2 
1 £ Qu 
se 257/Mris ” HEES* 


456. 1l momento flector en el trozo AB es M,=Ax,, siendo 
A <= P4Ut, — 1) la reacción en el apoyu; en el segundo trozo BC el mo- 
mento es My = Px,; eso contando las Y, desde A hacia la derecha X las x, 
desde € hacia la izquierda. El trabajo elástico. según la fórmula (100), es 


457. Según el problema 171, las reacciones de apoyos son 


21 Jar 


3ñ =35- 


A aa 
2 qe E e 
El moniento flector en el trozo AB es 


M, = Ar—ax', 


y en el trozo BC, 


M,=Axr—ar/6 + Ble—t). 
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458—A4659. Soluciones 


Aquí se cuentan las z de ambos trozos, a partir de A. El trab; de defor- 
mación es, según la fórmula (100), . polo desde 


h E 
sp 
A=3EJ Jaraz + fm342) 
0 h 
e S 
= ET (99% — 28001, + 2100132118). 


468. Según el problema 256, las cargas unitarias tangenciales en una 
sección rectangular valen 


de donde aplicando la fórmula (98) y haciendo dY = bdxdz resulta cb 
trabajo elástico 


U +%»+2 y 
1 . A: 
A= 76 jvav= 5 o (Ya: E 50m) Qtdz. 


La carga P divide a la viga en dos trozos a, y a,; en el primero Q, = Pay/l, 
y en el segundo Q, = Pa,/l; por do tanto, 


'as4z 


Ases + for a. 


459. Según el problema 267, las cargas tangenciales en una sección 
circular valen 


To. 2 vn FUE, 


siendo yi = r* — 21 (véase la figura de la solución al problema 257). 
$ Uliliando ahora la fórmula (98) y escribiendo dV = dx dy dz, el trabajo 
elástico es 


1 1 y +r+y 
A = 76 Jue = men Jetz-f Su + y) dydz. 
h 


"y 


La segunda Integral da 
e 1 16 0 , 2 
Sa (u +32) a=E nf ház=zar 
Es + 


La primera integral, sustituyendo el esfuerzo cortante 
2=902—2), 
toma el valor 
, 
foue-*E. 
1 
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Soluciones 460—463. 
Haciendo J = 711*/4 se halla, finalmente, 


4 ge 
A= a Gar 


460. Según la fórmula (98), se tiene 
1 
e 30 jvev. 
0 


Para una sección rectangular (5, h) de la viga, las lórmulas (44) y (46), siendo 
P =0, y 24, = b, dan 


sQ bh 
== 7 s=/2=3 (72). 
dV =bdidx, J=bN/2, 


de donde 
E Y 3 pi á , 
A mall SS a=-[qaz iS IS 
—AM2 1] o 


461. Seu d el diámetro a la distancia x del punto de acción de la carga, 
Pla longitud de la barra y d su diámetro en el apoyo; siendo un sólido de 
igual resistencia y aplicando la fórmula (43), tendremos 

$ =Pxll. 
Sustituyendo en la fórmula (100) M = Px y J = 1d*/64, cl trabajo elástico es 


3 pm 
A= 10 EJ, 


siendo J, = 1d*/64 el m. de i. en la sección de empotramiento. 


462. El trabajo elástico se calcula por la fórmula (97), siendo 


xzP sena 


y, además, siendo x la coordenada en la dirección del eje de la barra y z la 
toordenada normal a q en el plano de la figura, En estas cundiciones, se tiene 


Pr 1 y 
A= e [cost a +37 mal. 


168, Sea x la distancia de una sección al extremo B; el momento 
flector en el trozo vale M, =q.0*/2. y en el AT, Al, =qu (<—aj2); por 
Jo tanto. el trabajo elástico será, según la fórmula (100), 


1 


A 


“ : 
éñ 
31) Midx 4 [oax]. 
ñ : 
” sen dns 
A= y (0 P—30 ha + 151020). 
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464—468. Soluciones 


464. Para este caso, M, no varía y, además, se tiene 
M, =q0(2—aj2) + P(—a); 


por lo demás, el cálculo es el mismo. 
AsÍ se tiene 


5 LA" ((—a)! + 3a"g Ma), 
en donde A =P +04 es la reacción del apoyo 
y M.= P(1—u) + ag ((—a/2) es el momento de empotramiento. 
465. El trabajo elástico es 
A=PI[f2, 


en donde. según la tabla 2, n.* 1a, hay que poner f = en a , 
por lo tanto, 
as ER 
1536 EJ * 

488, El cálculo es parecido al del problema 450, sólo que dehe ponerse: 

Para el momento flector en el trozo a, M=-—Mi+ Az; 

para el momento flector en el trozo b,  M'"=—Mpa+ BY", 
y según la tabla 2, n.* 1, 

mort, EOL, 


siendo expresiones análogas las correspondientes a Mp y B. Efectuando 
las integraciones, se halla dh 
1 Parr 


A= GET: 


467. Según la fórmula (101), el trabajo elástico de un temente de 
torsión vale 


A= 3 M3, 
en donde, según la fórmula (55), 
M,=x29Grp, 
y el ángulo total de torsión del eje es 


180 5 
py =1P= Pa 9. 
De aquí se deduce 
Ed ¿En dis! 
A= 120600 P (19 en grados!) 


468, El husillo AC, al funcionar la estampa está sometido a compre- 
sión y, según la fórmula (99), absorbe un trabajo elástico 


ECESA 


siendo F, la sección del husillo. 


— 246 — 


Soluciones 469 —470. 


El trozo AB del husillo está sometido, además, a torsión y, por lo tanto, 
según las fórmulas (101) y (55), absorbe un trabajo 
1 1MH, 
M= ¿Md — A+ 
siendo r el radio del husillo. ero 
Siendo P, la fuerza tangencial en el husillo, a el ángulo de inclinación y e 
el ángulo de rozamiento del tornillo en 13, se tiene 


P, = Ptg(a + 0), M¿= Pr. 
Por lo tanto. 
_ Pistg(a 10) 
Ar = GF, . 


El bastidor, cuya longitud es l, y cuya sección es 2F,, está sometido a la 
compresión P y, además, en el punto B a flexión ; en cada una de las dos 
partes del bastidor la fuerza que produce la fiexión es P,/2, que, según la 
tabla 1, n.* 4, produce una desviación lateral 


_12un 
3, * 
siendo J, el m. de 1. de F,. Por lo tanto, el bastidor absorbe un trabajo 
PA, 1P, PH, PAj tg (a +0) 
a y A de Y a 7 ES 


El trabajo elástico total absorbido por la prensa es, pues, 
Ac Ar + Ar + As 
p 


ha la J 
2E,F, Y TE,F, +80 +0) [ax HER LS: 
469, Siendo parabólico el diagrama, se tiene en primer lugar 


£ 


CTA E 
2) Se" 
La superficie del diagrama es el trabajo absorbido por la barra, por unidad 
de volumen. Se tiene, pues, 
A= Fle [0 +36 —om). 


y haciendo 
P=Fo 
resulta 


le, 
Am A QP + FopMP— Fopt 


470, Las condiciones de equilibrio dan inmediatamente 
A=B, C=2(09—A). 
E 


471-472. Soluciones 


El trabajo elástico (tracción en las barras y flexión en la viga) es, según las 
fórmulas (99) y (100), 


siendo F la sección de las barras y J el m. de i, de la viga. 
Consideremos la tensión total A como hiperestática y pongamos 


tendremos de esta manera 
” 
24! ClgC 5fu yM 


ea der do lr 
0 
oM 
El momento flector es M=Azx—q2*/2, de donde Sg =x; además, 
Z = —2. Efectuando la integración tendremos 
48J1 + 30 F 
As B=00 TEO? 


C=2 2431 4 5atF 
0 TES 


471. Tenemos en . ls, 2(4 + B) = P. El trabajo elástico de 
1 


las cuatro varillas es [(fórmula ( 
A9 Bu 
NEBR ET: 


Haciendo a =0, resultan, teniendo en cuenta que az =-—1, los valores 


Fs 13 Era 2 
RARAS USARA 
El mismo resultado se halla igualando pao la OPA (19)] las varlaciones 
B 
de lo ] Pe 
le longitud de ambas barras, 6 sea EF,” EF, 


472. El momento flector en el trozo AB es M, = Ax; en el BP, 
» 
M=424+B4—09= Lx — Ba 
El trabajo elástico de las varillas y de la viga supuesta horizontal es 


CI $ e 
A tarta Jae + maz) 
o a 
Haciendo E = 0, se tiene 


A daa 

Al BIOB. 1 2M, as 9Ma 7 

E [far. SN dz] py 
0 a 


— 2UB-- 


Soluciones 473—475. 


en donde 5 =--1, como en el problema anterior; además, E =H5, 
> 
<2 — a. Ftectuando las integraciones resnlta : 
cies E FP, (Ji— a*F,18) 
AS 32 TUFL+ Fa) + Sa F/F, O? 
PE AEREA 
= BINE, + FE) + 50% F,FJ6* 
478. Las ecuaciones de la estática dan : 
S, sen a, + S, send, + S, sena, =P, de 


S, cos a, + S, cosa, + S, cos ay = 0. 
Fl trabajo elástico es 
su Sil, Sit 
A=2EF, Y3EF, EF," (b) 


Consideremos, por ejemplo, a (Si oe una magnitud hiperestática y haga- 
mos LÉ == 0, eliminando 2 


con ayuda de las ecuaciones estáticas. 


IS, 35 o 
De esta manera resulta 
SE sen (a, — a) + 0 sen (a, — a) + SE sen (a, 0) = 0. 


Esta al significa, como se ir Res fácilmente, que las deforma- 
clones concuerdan entre sí, esto cs, que las harrus después de su alargamiento 
cvinciden en el punto €. 

Las tres ecuaciones (a) y (b) determinan S,, S, y Sy 


474. La expresión del equilibrio estático de un vértice es 
P=S, +28 c0830%=S, +8 y. 

El trabujo olástico del entramado vale (fórmula (99) 

su. SH 

EP +33FR: 

Huciendo, según la fórmula (109), 


resulta 


AS, 
de Ja primera ecuación resulta = = — 1/3, y observando, además, que 
d= 143, se tiene 


P 
S=5S=17 7% 
475. El equilibrio de los nudos nos suministra las ecuaciones estáticas 


siguien 
Q+$, +28 cos 45* =0, 
P—S¿—28 cos 45% + 0. 


(a) 


=20=, 


476. Soluciones 


El trabajo elástico del entramado es [fórmula (99) 
1 
A=55R US + Sil + Si0l, 
siendo 1 la longitud del lado, y l, la de la diagonal. Haclendo e 0, se deduce 
98 as, 
4Se+ Sd Qs +5 55 =0% 


y enmo según las primeras ecuaciones 


9s ” 25, 
33 =-—v2 SS =-v2 


resulta 
25—S,—S,=0. (b) 
Esta ecuación (b) junto con las dos ecuaciones (a) dan, finalmente, 


LP go PALA YD) y PU+ DO 
21242 > NA 244/2 
476, Lasreacciones delos apoyos son 
A=(2P+0)3, B=(P+20/3, 
y, además, son isostáticas las tensiones 


s 


S,=—A/sona, S,= A cotga, 
S,=—Bjsena, S,= Bceotga. 


Por otra parte, las condiciones estáticas de equilibrio en los nudos sumi 
nistran las cinco ecuaciones siguientes : 


S.=(P + Q)cotga + Sa, 
Sy =— Bjsen (1 — Sa/eos U, 
S, = — A/sen a —- S,[cos a, 
$ =2A +5S,iga, 
S.=2B +5, ga 

El trabajo elástico del rectángulo con sus dos diagonales es [fórmula (99) 


Sil 
a yA 2EF > 
cuya suma se extiende a las seis varillas del rectángulo. Considerando Ss 
como una magnitud hiperestática y haciendo, según la fórmula (103), 


se tiene 


Soluciones 477-478. 
y como de las cinco ecuaciones estáticas resulta que 


IS, 2S. 1_ 05 dSy 
— 9S, 


a Tasa” 38, 9S, 


=180, 


y, además, € 


a, l= ly =41g0=h, l, = 1, =a/cos a =1, se tiene 
para determinal 


» la siguiente ecuación : 

1 1 A] 1 1 É 
alarde (arre (rr) 

ají E E. BA 
-— ¿[ee Qe +lm+ Jr+a(e+ Fz sl. 


Una vez conocida Sy, las ecuaciones estáticas permiten deducir los valores 


SiS Sa So Sios 


477. El trabajo clástico del entramado es [fórmula (99)) 


1 
A= 37P 181 + Sil, + 2831, + 2534), 


siendo l, ly la, L y S. Sis Sas S, las longitudes y tensiones de las corres- 
pondientes "varillas. “Consideremos, por ejemplo, S, como hiperestática 


y hallemos la expresión 5 


qe 6; tendremos 


as, 9S, 
+5 35, + 25d 53, + Salam 0. (a) 


Pe las condiciones de equilibrio de los mudos salen las ecuaciones 
S == — Peotg a — Sally 
Sy =P cotga — Salllz 0) 
Sy =— Pisen a —Sala/ly, 


utilizando las relaciones existentes entre las longitudes de las varillas y los 
ángulos a 
De aquí resulta en primer lugar : 


98__h 25__1 25 
35,7 TL 35, —L” 95, 
que junto con la ecuación (a) dan 
a 213 
sena lR a 1428 +28" 
Las tensinnes restantes se calevlan por medio de las ecuaciones (b). 
478, Jl pórtico es doblemente indeterminado. La ecuación estática es 


M,¿ + Mp=Hh. 
Sean J,, .), los mm. de i. de las barras AB = DC y BC 


ae la barra AB o DC es 


Es 


; el trabajo elástico 


ie Jar.—nay az, 
Ú 
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479. Soluciones 


y el de la barra BC, 


E 
2EJ, 


1 
—M» +qaz—¿qr)*dz, 


en donde ga es el valor de la reacción vertical del apoyo en A y D. El trabajo 
elástico total del pórtico es 


Haclendo 


se obtienen las ecuaciones 
3Mph = H2PP, (b) 


h U Hhn pe 
Mt) + () 


en las que se ha tenido en cuenta que 


6, PA mo 
Para el empuje H y el momento M, resulta de las ecuaciones (b) y (c) 
pp A CA 
2h “ARE Ji 
y después se deduce Ma de la ecuación (a). 


470. La vigueta A B sufre, además de la carga, los momentos en sus 
extremos M, = Hh. El momento flector entre A y Pcs M, = — My + Px, 
y entre las dos cargas 

M,=—M,+ Pa. 


El trabajo elástico de la vigueta es, pues, según las fórmulas (99) y (100), 


a he 
1 Md] 
A= 57, [farraz +m142). Ayo 
o a 


El montante AD está solicitado en A por el momento Ma, y en D porla 
fuerza H: el momento flector a la distancia z de D es Hz. y su trabajo elás- 
tico es, por lo tanto, según la fórmula (100), 


1 
cs 7er, [urayaz. 
0 


El trabajo elástico de la riostra CD es, finalmente, según la fórmula (99), 


Soluciones 480. 


El trabajo total de la estructura es 
A=A1 + 2A1 + Ay 
Haciendo e = 0 y efectuando las integraciones, resulta 
y anda) 
TS HEY, + 2830" 


480, Las ecuaciones estáti- 
Cas son: 


H=P 


P, sena + S, =S, cos a, 
P sen $ + S¿=S, cos B, | (0) 


“odas las piezas, excepto 
la CD, están sometidas a es- 
fuerzos normales y de flexión, 
Los momentos flectores son: 


M = Azx—P, (2 —l,cos a) + $,a; 
M, = (S, sena + P, cosa) y, y del mismo modo 
en 7D, Ma == (S, sen f + P,cos f 2). 

El trabajo elástico es 


Am pS + Sil, + SI + S10) 
¿3 l Se 
+ 57 [aras + fosa + [mia], 
0 0 0 


en donde F' es la sección de las barras, y J el m. de i. El entramado es 
simplemente indeterminado. 


Haciendo EE = 0 y sacando de las Lres primeras ecuaciones 


S 
ES =—1, e =--c0s a, 2 a —cos f, 


y 
pr >=—isenf, 


se obtiene primeramente á 


l— Sil, cos a — Sal, cos $] —a | Mdz 
¿ 


hist 


— sen a | M,ydy— sen 8jmizaz =0, 
0 ó 


Efectuando las integraciones y observando que 
Al= P,(t—l, cos a) + Pal, cos B, 
8 — 


481 —482. Soluciones 


y expresando con ayuda de las tres primeras ecuaciones S, S,, S, en función 
de S,, se obtiene para ésta la ecuación 


L+l 
Si (pu+s, + l,costa + [,cost B) +4 |U + e > 


í 1 A Y 
A 3 


lo cual permite deducir S, S, y S,, así como los momentos 


Pracosplz 


Ma = Pi, cosa + $,0, 
Mp = Pal,cos $ + Sa. 

481. Para la sección 1, cerca de a, lu ecuación de momentos respecto 
14.08 M,+M,+80=0. (u) 
La proyección de las fuerzas en la dirección de las piezas cortadas S da 

$ =PRy2 
El momento flector en el punto M es 
M=M,+ 


siendo S el esfuerzo axial cn las burras 
total es 


J. 


3 trabajo elástico 


“ 
Sia 1- 
A=t3pp + ja 
0 
Haciendo 


a 
JA Py 92M 
35m, = 0%. resulta Ju n= o, 


a 
v 


“ 
Sus, +Sx)dx=0, Mu +Sa/=0, 
Ú 


y teniendo en cuenta Jas ecuaciones (a) y (b), 
M,=M,=— Paji y2. 
482. Ecuaciones estáticas: 
A+B=Pcosa, 
S=B=Pcosa—A, 


S$/=Mi=P (sena —¿ cos a) 
E (a) 
Si =H, =P cosa. 


Mo=—Ab, Mp=—Bb. (o) 


— HA 


Soluciones 483. 


Momento flector en AC, M,=—Ax; 
, » en BD, M,=—Bz: 
, »  enCD, M=—Bb4Hx 


y es la distancia de la sección considerada a los puntos A, B, D, respectiva- 
mente. El trabajo elástico es 


b » a 
1 ms 
A =5ER (Sib + Sib + Sta) + 3EJ [farzaz + farzaz + fanaz) 
dá 0 h 0 
Haciendo 5B= se tiene 
Ba 1f[,0M om 5 
a , 2 Mas 90M 
7 sp TB dx +[m.57 de + [m5 ar) = 0. 
0 o 


Ahora bien: 


Efectuando las integraciones, resulta 


Fbr(3a +20) 
S=B=Peost CAFE +20 


6aJ + Fbr(3a+ 2b) 
A = Pc054 ¿q + ESO 


Moe y Mp se determinan seguidamente por la ecuación (b). 
488, Ecuaciones estáticas: V,= V¿= V, 
H,+H,=qh, H=MH, 
y —M,—Hh— Va + 9h =0, 
—M, + Hh—Va=0, 


El pórlico es doblemente indeterminado. 


SI J es el m. de 1., los trabajos elásticos de las piezas AD, DC, 
serán, sin tener en cuenta las fuerzas normales, 


1 
A = o + Hr= 
0 


1 
As = 5) [0 sena + V cosa) + ¿0sena] az, 
0 


— 25 


484. Soluciones 


4 
As = ami (H sen a — Y cos a) dx. 
6 


, 
A sE) —M, + Hasp dz, 


Haciendo 


y 


JA El 
a 7-0" 


y utilizando, además, las ecuaciones estáticas, se obtienen los siguientes 
valores para H y V: 


. Pai 
O A EA 


, a4L(Bnm— a E sen? 
v Go -$ 13 + ) + 31 ea 


Las ecuaciones estáticas nos suministran H,, V,, My, Ha, Va, My. Los 
momentos en los vértices D y E son: 


1 
M,=3005 


nta — 1, (H senta + Y cos a), 


M, = 1, (H sen a — Y cos 0). 
La fuerza en la articulación C es la suma de H y V. 


484. Cortando el bastidor por un plano horizontal e introduciendo en 
los respectivos cortes las fuerzas normales S y las cortantes Q, tendremos 


la relación 
P—-28c0s a + 2Q sena = 0. (a) 
Por otra parte, el momento en la sección del corte es 
M=02+M, 
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Soluciones 485. 


y. por lo tanto, 
M,=0Ql + Mi (b) 


Las dos ecuuciones (a) y (b)_son 
las únicas que suministra la Está- 
tica, El bastidor es hiperestático 
con dos grados de indetermina- 
ción. Su trabajo olástico es 


Ma, 


€ 
Lfonas. 


siendo F y .J, respectivamente, la sección y el im. de i. de las partes laterales. 
Haciendo 


JA A 
qn” m0 
se «bliene, teniendo en cuenta que 
AS 2M AS oM 
0 e ==" mo mot 
las expresiones 
P Ficosa 


2 TJ senta 4 FEcosta* 


Ql 3J sena 
Mo —M == Pla + FPcora* 


485, Solución semejante a la del problema anterior. 
Eevaciones estáticas : 
Mo= Ml, 
A+Ch=qa, 
M, + Ca =q0/2. 
EJ bastidor es simplemente indeterminado. El trabajo elástico de ÁTC es 


a 

z 1 , 
A ss 30m) dx 4 
o 


el del montinte A es 


y AR 
Ar = -) Mardz + > 


y el del € 
cu 
A = 2EF," 
En estas expresiones PF, Fz, F, significan las secciones de AU y de los 
montantes Á y C, y Jy, J, son los m, de i. respectivos. El trabajo elástico 
total del bastidor es 


A=2A, + 2A2 + Ay- 
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17. WITIENRAUER: Problemas de Mecánica. TI. 


486. Soluciones 


Haciendo as = 0 y observando que 


9a_1 90 al 
JA a? JH a” 


se obliene, utilizando las ecuaciones estáticas, para el empuje H la expresión 


ei ao aq gef2 1. e 
La A ERA ETA E RA 


Conocido Hf, inmediatamente se deducen M,, A y C de las ecuaciones 
estáticas. 
486. Ecuaciones estáticas: 
R=P+0, Pla+b)= Htc; 
nudo €. 
Q+ 5, + (8, + Sy) cos p =0, 

H +(S,—Sy) seno = 0: 
nudo A, 

H+S,senp + $, =0. 


(Como la pea AB está sometida a flexión, en el corte correspondiente 
al nudo A, además de S, hay que introducir el esfuerzo cortante perpen- 
dicular a AB; por eso no utilizamos las proyecciones sobre la vertical.) De 
aquí se educan, las siguientes ecuaciones : 

Q+S, H h 
sE cop T3enp)' | 
110+S, H 
S=-3 es > (a) 
: 
s.3[e+souo—a). | 
Momento flectur en AD a la distancia x de A: 
M, =S,xcosf. (b) 


Momento flector en BD a la distancia x de B: 
= P(b +2) —S,x cos p. 
Momento flector en BE a la distancia x de E: 
M,= Pz. 
trabajo elástico es 


1 (se 


. 
Sid 2834 a 
A=zalr 0) + eee dx+ o taz). 


— 258 — 


Soluciones 487—488. 


» 
ciendo LA — 0, se tiene 
0d 


Sic SidoS, dos, , 28,498, 
le e TA 


ES A A 
1 2M, ¿My 7 ¿M, . 
E me az + [m1, LLtaz + Mz da) =0. 
0 0 


Se tiene 
AS, A A A 
38, TT Zcosp” 35,“ ico” 95,” 2 BP» 
¿M,_9S, 2M, 9S, ¿M, 


. 
AA 


De donde resulta la ecuación 


— top,  Ggi=0- 


Se__d (S Si Sa Pber (R+Sja_ 
Er tE) + EEN 


que_wnida « las tres ecuaciones (a) determinan Sy, Sy, Sa, y Sy 
El momento flector en D viene dado por S, a cos q. 


487. El trabajo elástico de la viga es, según la fórmula (100), 


Ia £ 
A 
A= al Medx + [anar]; 
0 ia 


para los momentos flectores hay que sustituir las expresiones : 
en el trozo HE. M=Px; 
en el trozo € M, =(P 4 Pja— Pla). 


Etectuando las integraciones, resulta 


1 
A= 7 le PP a Ba) + Pra; 
y. por Jo tanto, las flechas son: 


2 
fosa % = m3 RPP + P asia), 


JA De 
h= 37. = 557 Pela) + 2P, 0). 
488. El trabajo elástico de la viga se halló en el problema 450; 


_ Pra 
AS BET 
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489 —493. Soluciones 


Baciendo, según la fórmula (103), a = /, resulta 


_1 Par 
3 ENT 
489, Según el problema 454, el trabajo clástico para a =b = 1/2 es 


P fPR_5Pql quo 
| 


por lo tanto, según la fórmula (103), 


Ja e 5 
-0 |? + sul. 
490. Utilizando el problema 486, la flecha es 


» 
1203 EE tsegún la tabla 2, 1? 3) 


491. El trabajo elástico de la viga es, según la fórmula (100), 


A=7%0 [fora » freraz], 
0 0 


contando las desde A hacia la derecha y las x” desde C hacia la izquierda. 
Los momentos flectores son : 


en el trozo AD, m=r=—Ex 
en el trozo CB, M'= Pr. 
Etectuando las integraciones, se ticne 
1 Prax(l +0) 
=3 EJ 
y la flecha 


dA_1Par(l+0) 
SBS 


49%, El trabajo elástico es para un momento de inercia variable, según 
la fórmula (100), 


1 mM” 
A= ZE, qe 
Sustituyendo M = Pz, J =yi*/12, y =bzj! e integrando desde x = 0 
hasta z == l, se tiene 
3pub 
A= TRE 
y JA_6Pb 
2 3B7 WE 
498, El trabajo elástico es 


A [Jona + fora) 
o a 
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Soluciones 494—496. 
y vlitizando el problema 480 

Mi=Ax, —M.=(4—P)ir + Pa 
y la reseción del apoyo 


2P— 3Pa+0 
2pP s 


A=P 


Efectuando las integraciones, se tiene 


de donde se deduce la flecha bajo la carga 
JA Prr(I— a (Bl+a) 
LS ap MEJPO 


494. Introduzcamos, en el punto donde queremos hallar la flecha, una 
fuerza auxiliar K. El trabajo elástico será, según el problema 454, 


ab $ 
PA (P+D) + 35 % 


Hallando / = 5 xiliar K = 0, se tiene 


qab(P + ad) 
SA MEJO 


/ 


495. Siendo y el radio de curvatura de la varilla en un punto cualquiera 
xy (la y se cuenta desde A en la dirección del eje y la y normalmente a ella). 
tendremos sfórmuta (40)] 


a Lg EV 
OS 0 EJ” 


siendo £ el coeficiente de el 
normal al papel pasundo por el e 
Lu cennción diferencial de la 1 


ticitad, J el m. de i. de la sección para una 
£. y M el momento flector. 
clástica [fórmula (41) es 


(a) 


y tiene la solución 
y=Asenox + Beosor— layer, 1) 
siendo (02 = P/E J, Para determinar las constantes de integración 4. B acudi- 


A ” d 
remos, como stempre, alas condiciones límites x= 0, y = 0; 2 =172, 2 = 0, 
Haciendo ahora 


d 
Y = a w0cosor— Ho sen oz, (0) 
se liene 1 
1 ol 
o A 


Con lo tual la ecuación de la eláslica resulta ser 
1 pe 2---x) :] 


SE ouot [| cos ora 
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496497. Soluciones 
y sustituyendo z = 1/2, la flecha en el punto medio de la varilla es 
1 1 
lara) 
496. Prescindiendo de los esfuerzos tangenciales y teniendo solumente 
en cuenta el efecto del momento flector en M 


M =P(r + 2) = Pr(1 + cos p) 
y la fuerza axíal 


N=Pceosp 
la carga unitaria normal a la distancia z de la fibra neutra es 
-N_Mz 
Lido e 


siendo F el área de la sección y J su m. de 1. rospecto a la fibra neutra 
[fórmula (39)]. El trabajo elástico vale (fórmula (97) 


1 La cosp  r(Í + cosp)z]* 
am z5jo0Y = 75/52 GAR a ras, 
Haciendo ds = (7 + 2)d4 y observando que 


[=dF=0, ¡2dF=J, ÍPdF=0, 
se tíene Ñ z i 


e pp sp apo 
a pa as compag5f(1+cos pray — cos ga + cos pap) 
e Es 


a Prf3r 1 
y AAN 7) 
Igualando a Pf/2, resulta 

P=/ z 


ar(3ris —4/F)" 


497. Descomponiendo P en X = Psena e Y = P cos a, el momento 
flector en la sección correspondiente a p es 


0 M = Xr(1l —cos p) + Y r sen, 


A y el trabajo elástico (prescindiendo de las fuerzas 
normales y tangenciales) vale 


n/2 


1 
A 253 [M04s, ds=rdp, 
o 


SS 


de donde se deducen los desplazamientos 


en dirección horizontal 


y en dirección vertical 


Soluciones 498—-499. 
Efectuando las integrales tendremos 


me 24 55 Ef 2) sen y + 3cosa], 
Pr x 
2EJ [sen a + 3cos a] 


En particular para a = 0 


PR Pr 
1o=3Ej> *= YET: 


Como ha de calcularse el desplazamiento horizontal de B, intro- 
duzcamos en £ una fuerza auxiliar horizontal K, que después anularemos. 
El momento flector en una sección cualquiera p es 


M = Pr (sen a — sen p) + Kr(cos p —cos a), 
y cl trabajo elástico en toda la varilla (prescindiendo 
de las fuerzas axiales y tangenciules) es, según la 
fórmula (104), 


p! 
A=3p3jMds, — ds =rdp. 
1 


El descenso de Bes, pues, según la fórmuta (103), 


JA rr oM 
I=5p=E7 0 PIP» 
0 
en donde e =r (sena — sen P), 


y haciendo K= 0, resulta 


[a senta +5 +3sen2a—2sena]. 


El desplazamiento horizontal de B es, pues, 


JA ñ oM 
U= RS EM GRO 
o 
en donde EOS = r(cos p —cos a), 


y haciendo K = 0, resulta 


Pr 
7 [1 +3 senta + cosa —a sen a cos a. 


499. Las reucclones de los apoyos son A = B=G/2, siendo G el peso 
de la plancha. 
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500. Soluciones 


Sea q el peso por unidad de longitud de arco, q =G/rx. El mumento 
flector en la sección p es 


M=—Prsenp + Ar(l —cos P —fartcos y —cos pas. 
v 


y haciendo ds = rdy, se deduce 


M=— Pr sen + (1 —cos 9) —ar (sen p— $ cos 9), 
y el trabajo elástico, según la fórmula (100), 


A=2 siojo. ds=rdp. 


Suponiendo el desplazamiento er igual cero, se tiene, según la fórmula (103), 
añ 


-H=0 ó Jure o, 


y efectuando la AN 
P=G/a. 


500. Estudiemos el cuadrante AC. Las com 
actúa en la arlícul 


entes de la fuerza que 
ón A valen 


A=PR y HM=0; 
el momento fector en la sección Mo 


M= 5 7 (1 — cos p) + Hr sen. 


e pol trabajo elástico en el adrante, sexi 
la Tórmula (14), vale 


e 
A= apre. ds=rdp. 


Las cdi de longitud de los diáms 
tros se hallan por la fórmula (103). E la dirección de AB tendrem 


28 = 2M, 
u= 25% ¿loo El q 
y sustituyendo y haciendo H = 0, resulta u = e en la dirección de IF; 
hay, pues, aumento de diámetro. Para la nc CD tendremos 


25 jus 


de donde haciendo H =0 y sustituyendo, resulta o =(¿x— 0 
en dirección de P, es decir que hay disminución de diámetro. 


Pr 


pa 


Soluciones 501 —502. 


BOL. Por razón de simetría, la espira permanece horizontal en €; por 
lo tanto, el Lrozo A DEC puede considerarse como empotrado en C. El mo- 


mento flector en una sección cualquiera entre A y D vale M, = —Px; 
el de una sección p de la semicircunferencia es 
M; =—P (1 + rsen p)— Kr (1 —cos P), 


introduciendo en A la fuerza uuxiliar horizontal K que luego anularemos. 
El trabajo elástico (prescindiendo de las fuerzas normales y tangenciales) es, 
según la fórmula (104), 


E : 
Aa 
A=35) Í] Mids + Jara), 
0 0 


Ahorá bien; según da fórmula (103) el desplaza- 
miento de A vale 


p 


JA _ Pr A 
== p30n=2m, 


habiendo hecho K == 0 después de efectuar la integración. La aproximación 
de los puntos A y B vale, naturalmente, el doble. 
El descenso de A vale 


. 
gl tra + air+ 


502. Se introducen en el punto A, según la tangente a la circunferencia, 
dos fuerzas auxillares K ; el momento flector en la sección p es 


? 
M= Kr(1—cos p) + pr sen(p—y) ds. 
Y=0 
Haciendo ds = rdy y efectuando la integración, se halla 
M = Kr(1 -—cos p) + pri(1 —cos p). 


El trabajo elástico del depósito es, según la 
fórmula (104), 


S 


” 
q GA 
A=2 a Jueas, 
Ú 


y la anchura de lo fuga en A, según la fórmula (103), 


” 
% il A 
2A 2 M 
¡e Su ao. 
0 


4 
Sustiluyendo ahora en M el valor K =0, resulta 
24, part A 
IRA TET 
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503. Soluciones 


508. Introduzcamos en B y en dirección vertical la fuerza auxillar K. 
El momento flector en una sección cualquiera p vale 


M = Kr(1 —cos p) — Pr sen y +fpr sen (p—y) ds,  ds=rdy. 
vo 
M = Kr(1 —cos p) — Prsenp + pri(l — cos 9). 
El trabajo elástico del resorte es, según la fórmula (104), 


n 
A 355 jua Ss, ds írap. 


Hallando 


y Como e = r(1 — cos $), si después de efectuar la integración hacemos 
K =0, resulta 


Si_B ha de permanecer en la soperficie AB, esta expresión debe anularse ; 
juego 


EY 
a? 
Para el desplazamiento de B en el plano A B tendremos [fórmula (103)] 


¿M 


jas ae E (EE ap) 


al hacer nuevamente K = 0, Conocido el valor de p se deduce el valor del 
desplazamiento de B 


prix 8 op PE 
tE 2—31) 072077 
El momento flector del resorte es nulo en B y alcanza su máximo negativo 
para 
tao =31/4). 
siendo su valor 
Més = pa [4 — 16 FT] = —0,6619 Pr; 


después para tg p/2 = 31/4 se anula de nuevo y tiene su valor máximo en A 
+ Mms: = 8 Pr/3% = 0,8488 Pr. 
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Soluciones 504-—505. 


504. La solución se encuentra con ayuda de los resultados del proble- 
ma 497. Supongamos que u y » som los desplazamientos de B en dirección 
horizontal y vertical, y sean Xy e Y, las fuerzas que han de aplicarse al 
fleje AB y X, e Y, lás correspondientes del fleje CB para producir uque- 

Nazami Las expresiones finales del problema 497 dan para 
ntes relaciones; 


Estas ecuaciones permiten determinar X, + X, e Y, + Y¿. que serán las 
componentes X, Y de P, y así se tiene 


, 16£J  u(a—2) 
a E pay 


dividiendo una expresión por la otra, resulta X: Y =130; es decir 
ue la dirección del desplazamiento es la misma que la de la fuerza P. 
Su magnitud es 


3M—8a—4 Pr 
A—2  TW6EJ* 
506, Las ecuaciones de la Estática dan 
A = B=Pf, Ma= M5. 


VTA 


Los momentos flectores en tas secciones 1 y 2 de la varilla son: 


Mi —Ma + (1 —cos q) + Hr sen, 


Pr 
= Ma —=7 (1 —cos p) + Hr senQ. 
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506. Soluciones 
El trabajo elástico en la varilla es, según la fórmula (101), 


E cd n 
A= [Jonas +faras) 
o o 


y haciendo 
2A JA 
im =0 34=0: 
en donde 
EIZA IM, oM, IM, 
Moa mo? A 
se tiene 
Ma=PrR, H=0. 


Con estos valores, el recorrido de la fuerza dada es, según la fóriula (103), 


JA apr 
7 fue jue as ES 


508. Cortando por TD se tiene 
S=2H, 
siendo 11 la fuerza axial desconocida en C. 
El momento flector en la sección p es 


M= Mo—Ersnp + Hr (1—cos 9), 


el dao, de deformación del anillo es. según las fórmu- 
las (99) y ( e 
a 


0 
A=4 3757) Mas + 
0 


sr 


siendo F el área de la sceción del tirante y Y el m. de 1. 
de la sección del anillo. 


Haciendo 
JA oA 
A A 
en donde 
aM os aM 98. 
35M EA Y: Ba 
se obtienen dos ecuaciones, de las E se deduce 
% —3443/Er 
Mo =2Pr= FA" 
- 4 S=2H 
H=P TENE ida 
y de uquí 
Pr A—2 + 8S/Fre 
Mp= Mo—P12+Hr=—3 li UA 
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Soluciones 507. 


507. Podemos suponer cortado el anillo según CD, introduciendo la 
Juerza horizontal H y el momento Me. En estas condiciones, el momento 
flector en el enadrante superior vale 

M, = Mo + Hr (1 —cos p); 
en el cuadrante infesior, 
$ 
M, = Me + Hr(1 | cos p)— (1 — sen p). 
El trabajo elástico del semianillo es, según la fórmula (104), 


ne EA 
LS Mtds + Sara). 
0 0 


JA ZA Ñ i 
Haciendo ¿M7 o y 37 0 y utilizando, además, las relaciones 


Dado] 


oM, AM, 29M, y IM, E 
SM 1 me SH = 50 sp. SaA="a 4 cos p), 


se oblienen las dos ecuaciones 


de donde 


4—1x 


SE. y Mas Br 


Za = —0,0683 Pr. 


4n 


El máximo momento flector en el anillo corresponde 
a la sección D, y vale 


Mp= Mo, + H-21—Prf2 =—Pr/4. 


Para calcular el descenso de P se utiliza el artificio de introducir en € una 
fuerza vertical Y dirigida hacia abajo, que después se anula. 
Así se tiene 


M,= Mo + Hr (1 —cos p) + Vr senp, 


Mi = Mo | Hr (1 4 cos p) y Vr seno Za — sen 9). 


DAA IM am 

is —Á A a 

| My as + MG as), 
Ú ó 


Hallando ahora 


siendo 


y haciendo después Y = 0, se obtiene el descenso de C, o sea el acortamiento 
del diámetro CD 


po 


= 0,0744 7- 


508. Suluciones 


Del mismo modo se procede para calcular el desplazamiento laleral u del 
punta: A. Se introduce en 4 una fuerza auxiliar horizontal K dirigida hacia 
la izquierda, y se tiene 

M, = Mo + (H + Kí2)r (1 —cos p), 


Br 


M,= Mo + (a . 2Jra + eos 9) —Kr cos p— LE (1 — sen 9). 


Luego se hace 


az pn 

JA 1 c óM ¿M, 

=> Ja ds + Ja, Ses). 
0 o 


siendo 
Mr EP 
SE 3 (l— cos p), TE =30—cos p), 
y haciendo después K = 0, se tiene 
JA AAPP P 


El aumento del diámetro 48 vale el doble. 


508. Como han de calcularse los desplazamientos de los puntos 4 
introduciremos en dirección tangencial las fuerzas auxiliares A en el punt 
y E en el punto B, que después anularemos. En las secciones A y actúan, 
Jdemás, las fuerzas P(r + D y pr, respectivamente, por electo de la presión 
interior p. 

A la distancia x de B el momento flector vale 


Mi= Ma + Bx— px"/2, siendo válida esta expresión de =0 a 2=1; 


en el punto MM, correspundiente al ángulo p, el 
pra momento flector es e 


Mi=Ma + B (Ut r sen p) + (pr— A) r (1 —cos q) 
DE 
— pU(U2 + rsenp)— ¿PMC 
Los dos últimos términos de esta igualdad proce- 


den de la presión interior sobre los trozos BC y 
My MC. Como M,C = 2r sen p/2, se deduce 


M,= Mp + B(L4 rsenp)— Ar (1 — cos p) 
PA — pUt/2 4 r sen p). 
El trabajo elástico del cuadrante A 8 es, pues, 


4 1 m2 
Az Jae +Ju3 rap). 
o 


, 
Haciendo 5% = 0 y siendo A=0, B=0, se obtiene 


i nr 
$ s1dz + [Mardo =0, 
0 
de donde Mp= 


Ú 
piriz + 4r +21/3 
2 214 rr E 
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Soluciones 509, 


El valor de M, =— My + pr! + pl/2 se halla igualando a cero la suma 
de momentos respecto a O. 


El desplazamiento de es, pues, 


My 
4 [fot ie] ras] 


Etectuando las integraciones y huciendo después A =0, B=0, se tiene 
para el desplazamiento de 3 


pl cd ; 
HET A [ra(5Pe + 1211 + 672) + 2 (0 — 2411 + 2052 19). 


El desplazamiento de A es 


Efectuando la ñas y haciendo después A = 0, B == 0, se tiene para 
el desplazamiento 


a (Eb —35) + 2(61 + 3rl—2D). 


509. Cortemos el tubo por el plano vertical CD de modo que ep 
sea la semisección. Introduciendo en C y D los momentos Mo y M, 
(que Faria el efecto del corte), el momento flector 
en una sección cualquiera M vale 


Me sr pe 


á 
E Mo— | yr (sen — sen y) ds— Hr (1 —cos 9) 
Yoo 


= Mo —9re(p sen P + cos p— 1) —Hr (1 —cos 9), 


siendo H la fuerza horizontal (debida al corte) en C, 
El peso proplo por unidad de longitud es q, o sea 


q=GAra, 


slendo G cl peso del cilináro. 
El trabajo elástico del cilindro es, según la fórmula (104), 


y haciendo 


510. Soluciones 


resulta, después de efectuar la integración, 
Mo=4"/12, H=qrí2 0 


Gr 6 Gr 
Mo=3z> H=3z+ Mo=—3¿0—D) Mp= 


M es nulo para los valores de $ que satisfacen a la ecuación 
2 — cos p —2p sen p =0. 


510. Cortemos por CD, introduciendo en D la fuerza normal H y el 
momento Mp. La fuerza que ejerce cl liquido de peso específico y sobre 
el elemento de área Irdy correspondiente a la set 
ción y vale 


palrap. 
En la sección p el momento flector vale 
P 
M,= Mp + Hr (1 cos 9)—y tr [sen (9) :dy, 
Ve Dd 


en donde 
1=T—h+Fcosy, 


y efectuando Ja integración 
M, = Mp + Hr(t — cos p) — y [rt (1 — h) (1— cos P) + 7 sen pl, 
que es válido desde 


p=0 hasta Pp=4 
Del mismo modo el momento flector en la parte mojada es 
“ 
M,= Mp + Hr(1— cos p)— ptr [reno —w dy 
vo 
= Mp + Hr (1 —cos p) — y11* Ur — h) [cos (p — 4) — cos q] 


+ $ [sena sen (p— a) + asen gl, 


que os válido desde 
p=4 hasta p =%. 


El trabajo de deformación del sermidepósito es 


se dd ” 
A= Jj anas + Juas). 
0 a 


Haciendo 
o 
IM" Jn” 
> a n. 
Jaap +J amp O, 
0 a 
y 


a £” 
Saa — cos p) dp +[m.0—cos dp =0, 
0 : 


—2n— 


Soluciones 511. 


efectuando las integraciones y teniendo en cuenta que h=F(1 + 2084), 
resultan las ecuaciones 


ir 
Mo +Hr= ta + 2 5en a —2a cos a — sen a cos a), 


3 yin fa 1 
Mp +3 Hr= 77 [7 +25en a — 2a cos a — q sena cos a 


mea]: 
que determinan Jos valores de Mp y HH. 
Designando por H, y Mo, respectivamente, la fuerza normal y el momento 
flector en €, las ecuaciones de la Estática dan 


Ed 


LR—HCOSA— 


Y 


15 
ds seny = Ez (1 — cos a), 


y tumando momentos respecto a O, 
Mo + My 4 Hr— Hg =0. 


Kstax dos ecuaciones determinan Mo y Hy. 


511. Podemos considerar subdividi- 
da lu estruetura del modo que indica la yr 8 
u adjunta, introduciendo la fue 
liar desconocida XK. Así, resulta, según 

la Labla 2, múmeros 3 y 4, UNS 


>, 


A iq r— Ki 


My My =q03— Kr/4 
y. además, 


Cm Kp. 


cia x de A el momento flector 
viga horizontal es 


M=—Ma + Az —qu, 


y en la sección M, del arco, 
M, =— Mo + Cr(1 —sen p) — Hr cos p. 


El trabajo total de deformación es (prescindiendo del efecto de las fuerzas 
normales y cortantes), según las fórmulas (100) y (104), 


, ml, 


r 
7Sar dx + a) Mido, 
o 5 


E 


ex donde J y 4, so 
Ahora sólo fal. 


m. de 3. de Jus secciones de la viga y del arco. 


2A_o da 
PES MA 


o, 


273 —- 


IN. Wirresnacen: Problemas de Mecánica. 11. 


512. Soluciones 


La primera ecuación es ya as 
8 
ES dr+ ¿Jusipar> », 


en donde hay que sustituir 


e Gr — sen y) > ¿U—sen y). 


dl 


Las otras dos ecuaciones (a) dan las relaciones 
"ha "ho 
fu = o fm, cospap=0. 
» o 


Efectuando las integraciones, se obtienen las ecuaciones 
3x it Se 
Mo (n—2) + A + 3) + en =0, 
Mon —2Hr + xr(G—1) 0; 
1 
My —FHr+7Kr=0, 


de las cuales salen K, Mo, H y, por lo tanto, se pueden conocer A, € y Ma 
512. Según la fórmula (104), el trabajo elástico del arco es 


A= 2 es, 


Y = Jyseca, cosads =dx, 


A=3px,) ute. 


Siendo M, y M, las expresiones de los momentos flectores en los trozos A JP” 
y PB, se tiene 


y como 


se deduce 


A= sil [seats + fresas] , 
0 0 


M,= Ax, —Hy, M, = Bx,—Hy, 
contando las z, a partir de A y las 7, a partir de B. Igualando a cero el 
valor de SH tendremos 


en donde 


“ > 
Saz — a utz + f(x, —Ayyaz,=0, 
0 0 
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Soluciones 513—b14. 


de donde se deduce para 11, después de efectuar las integraciones y teniendo 
en cuenta la relación a + bh = 21, el valor 


5 Pabía? + 3ab + b%) 

: Al É 

En las integraciones hay que hacer us. de la relación 
(My) :h= (ayb 


H= 


o 
y=hQl—r)/0; 
además, 
A= PD, B=Pafl- 
318. Solución análoga a la del problema anterior, Se tiene 
A=B=P; 


además los momentos flectores son 


M,= Px,-—Hy en el trozo AP, 


Pb— Hy en el trozo comprendido entre las dos cargas dadas. El 
jo elástico total del arco y el tirante es 


b » 
4 Amt 
in 27 | Sanaz Sm an] +2rF" 
0 bh 
. 2A 
Haciendo 57, = 0, resulta 


ó U 

HUY, 
fe —Hpuiz + [anun E, 
0 b 


un donde 

IM, 

SH 
Utilizando, conto en el problema anterior, la relación 

y=hQl—2D/b, 

se obtiene, después de efectuar las integraciones, 

Pdh8P — 410" + 09 

TE, IFA BIS * 


514. Haciendo a = bd =l, se tiene en la solución del problema 512 


y 
E 
ai 
¿ 


en donde 3=Ax—Hy, y = h(2le—x")/8, como all. 
Con 
A=P2,  H=25PIG4h 
(según el problema 612) se tiene 


515, Soluciones 


y según la fórmula (103), 
dA 1 PR 


b15. Las reacciones verticales de los apoyos son: 
A=B=ql, 
y el momento flector en M 
M=—M, + Az—Hy—qua. 
Según la fórmula (104), ef trabajo elástico por efecto de la flexión es 


1 
A= 757) vis. 


extendiéndose la integral a todo el arco ACB. El arco es hiperestático con 
dos grados de indeterminación, Haciendo 


JA JA 
A» 3» 


se tiene de 
Juas —fruás= o, (a) 

¿mM 
Jue Sm0s=0. tb) 


Trasladando los ejes eoordenados de A a € y Mamando E y y a las nuevas 
coordenadas del punto M, se tiene 


i=l=b  y=h=8% 
La ecuación de la parábola es 
E Prih; 
M= M4 19 —4É12, (c) 


en donde M, = — M¿—Hh 3 gl12. 
Las ecuaciones (a) y (b) toman ahora la forma 


además, 


iMds= 0, | Mupds=0, 16 
5 

a, Jas (7 Jnas Ú, (o 

MÍ nds + ES nds 0 “ 

05 37) ues ==“ , 


Lox tres integrales que entran en tas ecuaciones (e) y (£) son distintas de 
cero, y como el determinante es también distinto de cero, las ecuaciones 
serán compatibles 6nicamente si 


M= y  HqbP2h=0, 
de donde se deducen los valores que se buscan 
H=qPf2h y Mi=M,=0, 
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Soluciones 516—518. 
516. Las ecuaciones (d) del problema anterior, teniendo en cuenta 
la (e), son: 
P 1 
sm fas + 2] nds 30f sus. 


me nas HU Sas = e) fémas a 


Como se conoce ly ecuación de la directriz del arco F (£, 7) = 0, pueden 
calcularse esas cinco integrales y deducir de ellas M, y H, y, por lo tanto, 
tumbién Ma, resultando el cálculo del arco tan fácil como el de una viga 
sencilla, 


517. Sea () el centro de giro, y F la sección de la varilla; la fuerza de 
inercia en la sección x vale 


1 
2 fortas A 
dl 


Este valor es máximo para z = 0, y va 
a Fo, se halla el número de vueltas buscado 


La dilatación de la barra en la sección r es 


Adx fuerza centrífuga 


dx EF . 
de donde 


ddi= EU dz, 
+ integrando 
o La e 
de = EM 5) 
Para x = [ resulta el alargamiento buscado 
Al = 2l043E. 


518. La sección FF debe disminuir al aumentar x. Al incremento dz de x 
corresponderá la variación de sección — d E, y por lo tanto la fuerza elemen- 
tal (tensión x superficie) — 0, d F : igualándola a la fuerza centrífuga det 
elemento de barra Fdx tendremos 


—odF= ps Fdxxor, 


en donde y es el peso específico. De ahí resulta, poniendo y«*/249 =c, 
p p Y 
d reis 
E - Ade =--c2rdx, 
e integrando resulta para forma de la barra 
FoP,em-”. 
La sección extrema F resulta de la condición 
F.0 = Grwrlg 
( = fuerza centrifuga para x = 1). 
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519. Soluciones 


519. Podemos cortar en C introduciendo la fuerza axi.1 H (del mismo 
valor que en D) y el momento flector Mo. Desde luego ha de verificarse la 


ecuación de la Estática 

Y rre 

4 = futgam, 

vo 

en donde 
G 
dm rdy 37 dv 0=0seny. 

Así se tlene 


Gror 
arg * 
El momento flector en el punto M es 


o. 
Gro 
M= Me— Hr (1— 005 9) + “zp sen y (cos y Pay 
Y 
Griwr 1 
= Mo — Hr (1 —cos p) + y [1 —cos 9 —p sente 
. 
Mo a sento. 


El trabajo elástico del semíanillo es, según la fórmula (104), 


Haciendo Fay, == 0, se tiene 


E « 
| iCdN ai o, 


y de aquí 


Los momentos flectores en B y D son 
-—Mo, Mp=Me. 
La fuerza longitudinal en B es nula. 
Para hallar las variaciones de longitud de los 
diámetros AB y TD, introduciremos en C la 


fuerza auxiliar vertical Y, que luego unularemos. Hi momento [lector 
en M vale 


Ma 


vs 


Gror 
17 


M=Mo— sento — Vr sen p. 


— 218 — 


Soluciones 520, 


Hallando ahora 


n 
A te 
A 
ul 0 
y poniendo en M de nuevo Y = 0, se halla 


JA_ Gra 

IV — 12x9EJ 

para el descenso de C, o sea el acortamiento del diámetro TD, 
Introduciendo, del mismo modo, la fuerza auxiliar horizonta) K, se tiene 

para el saomento flector en Al 

Gru* 

4ng 


K 
M=Mo— sentp — y r (1 —cos p), 


duesto que la fuerza auxiliar K actuando en B produce en C una reacción 
Kf2. El trabajo elástico es 


1 nl 
A=2 557) M%s. 
o 
Hallando = y haciendo después K = 0, se obtiene para el desplazamiento 


de Ren la dirección de K 
JA _ Gran 
U=3K” HagET” 
El ¡largawiento del diámetro AB es el doble, o sea 
Gros 


12agEJ* 
620, Consideremos un elemento de barra en P 
a la distancia u de N y de longitud du; su masa es 
dm = Gdu/gl. 
y su peso. 
dG == Gdujl. 


lo de d Alembert, hay que conside- 
inercia de este elemento, que valen 


Según el princi 
rar las fuerzas 


AT, =(x + 4) Adm normal a la barra, 


+ 
dTs= (2 + u) oxim paralela a la barra. 
siendo 
d 
Pr —+ la velocidad angular, 
y 


pa — 75 la aceleración angular de la barra, 


— 3 -- 


591—-522. Soluciones 


Los momentos de estas tres fuerzas dG, d T,, d T,, respecto al punto M 
para todos los elementos desde M hasta A, dan el momento lector en N 


on paa Hem la a) 
2 óg 


Para determinar A basta observar que el momento flector en la articulación O 
debe ser nulo; luego para x= 0 


y. por lo tanto, 


M=— 


M es máximo en el punto x = 1/3, donde toma el valor 


Mor = 50 Lsen P. 


521. El esfuerzo cortante en la sección N es 


1. ix 
( G GA 
Q spas $aG —far, => sen pi De —1, 
.. “o 


y sustituyendo el valor dado de 2, resulta 


e E da 32) 


El máximo analítico del esfuerzo cortante corresponde a x= 21/3, y vale 


G 
Qmas  —. 


El mayor valor es, pues, 


Gsenp 
1 


y Corresponde a O. 
522. El esfuerzo normal en el punto N es 


ix Ir 
. 
Ss = fos paG + far, = G —=2 cos y + an. 
“=0 “no 


De la ecuación del movimiento de la barra 
3. 
ado=1(—d),  1=>2[snP. 


— M0 — 


Suluciones 623—524, 


se deduce, teniendo en cuenta el estado inicial vo = 0, 9 =a, la ecuación 
3, 
cor == (cos o — cosa), 


G 


S =p (U—2) [21 cop +3( + 2) (cos p — cos a)]. 


623, Sea P la sección para la cual se busca el momento flector, 
y Ñ un elemento de la varilla entre P y el extremo B; su masa será 


dm= pray, 
y su fuerza de inercia, 
dT=x0 dm; 
además se tiene 
1 =2rc0s (p/2). 


FJ momento fector en P está producido 
por las fuerzas de inercia dT y valdrá 


M = [pdT, y siendo 


p=0seu(PAN)= 25 cos E sen 2 L 


3% 
se deduce 
sl 
M = 4perscor cos E [cos sen LL dy = prior seno. 
3) cos y sen 
Veo 


El valor máximo de este momento flect.r corresponde a la sección en que 


A cb , 
Tp = 0. 9 Sen para 


uo=-—p. 


524. Por la detención súbita de la barra, toda su energía cinética T 
se transforma en trabajo elástico. Haciendo la hipótesis de que los apoyos 
no absorben nada (cosa que no ocurrirá, pues algo cederán), nos pondre- 
mos en las condiciones más desfavorables, puesto que toda la energía se 
empleará en deformar la barra. 

En el problema 466, y para un caso parecido con una carga estática P, 
se halló que el valor del trabajo elástico era 


PU IY 
BES 


Igualando esta expresión a la energía cinética 


16 
T=371w, 


se hallará la fuerza estática P, que produciría el mismo efecto que la deten- 
ción súbita. De aquí se deduce el momento flector máximo, que actúa en B 


Musix = Pl 1) = 
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525—528. Soluciones 


$25. La solución como en el problema anterior, siendo en este caso G 
el peso del volante, ? su diámetro y 1, la distancia de B al eje del volante; 
de" aquí resulta 


w= 17/30, 


526. Solución análoga a la del problema 524. El elemento de masa dm 
de Ja barra a la distancia x de A tiene una cantidad de movimiento 20 dm; 
la carga de la barra al pararse repentinamente es, pues, proporcional a la 
distancia x, como en el problema 457. 

Sustituyendo en aquel resultado 1; = 21/3, se oblicne para la expresión 
del trabajó de deformación 


pe 1 Y 
AS STO ES 


Igualándolo a la energía cinética de la barra 


resulta 


pda => az es ln carga total estática triangular que producirá el mismo trabajo 
elástico que la parada repentina. 

El máximo momento flector, lo mismo que en el problema 171, tiene 
lugar en B y vale, como se indicó, 


M, 8 1)/6 = 408/81 = 045420 Y/GETT. 
627. El trozo x de vástago liene una masa igual a Gz/gl. J.a fuerza de 


Inercia G,b/g del émbolo, dirigida hacia la izquierda, y la Si d del trozo x 
dan Junto con K un esfuerzo normal 


1=a0r+h— 


S G y b 
Se=—K +6 +72)3" 
Para x= 00, o sea en la unión de émbolo y vástago, la carga es máxima, 
Sin embargo, cuando la aceleración b es my grande, el otro extremo del 
vástago, correspondiente a + = 1, es el más cargado. 


528. La barra AB cfectón un movimiento de traslación curvilinco, 
y, por lo tanto, cualquier punto M tiene la misma aceleración que el A, 


o sea b= rw? con una inclinación x — $ respecto a AB. La fuerza de 
Inercia del elemento de masa en M es, pues, 


dT=rovdm y  dm= Sas. 


Para hallar la reacción en A (en dirección de lu manivela) se halla su 
momento y el de todas las « T respecto a B, y se liene 


E 
—Alsenp + Ju—o sen pd T=0, 
0 


de donde 
A =Grwt2g. 
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Soluciones 529. 


El momento flector en N vale, pues, 


z 
s ar — E 
=—Arsenp +fe— ¿seno ==2 TP ((—x) sen p, 
5-0 
cuyo valor máximo tiene lugar en 
el punto medio de la barra, siendo, 
en cambio, nulo en sus extremos. 
El esfuerzo normal en N es 


S= Acoso —feospar 
5-0 


Gras 
ay eos pl1— 


y el esfuerzo cortante, 


A 
Gre 27 
Q=Arnp $sen pa? -E sen p(1 2. 
50 
Ambos son nulos en la mitad de la barra y máximos en los extremos. 
529, Yl elemento de masa de la barra 
G 
dm = ¿de 
tíene Una fuerza de inercia 
dT =g0tdm. 


Para hallar la reacción en A (dirección hacia O) se toman momentos de 
todas las fuerzas de inercia respecto a B, y se tiene 


1 
Alsena = | ((—5) sen (a + par. 
0 


Como p sen (a + p) = h (altura del triángulo), se deduce 


El momento flector en N, llamando a AN =x, €s 


z 
—Axzx sena +f(—e) senta +paT, 


M 
t-0 
o sea 
Gurh 
M=— pet. 
Este valor es máximo en el punto medio de la barra, y vale 
Gel 
Mar = — Eg 


<A 


530, Suluciones 
El esfuerzo normal en N es 
pax 
S=—Acosa + feos (a + par. 
so 
Como g cos (a + 9) = a cos a—E, se deduce 
Gur 
5 =— yq la cosa (l— 20) +23 
$ es mínimo para 7 = acosa, esto es, para 
«1 pie 31 de la altura, donde vale 
Gurad 
Smin = ZO acos fi. 
El esfuerzo cortante de Q en N es 
pee 
Q=A sen a — sen (a +par, 
¿=0 


y siendo o sen (a + p)=h, 
Garh 
0-1 22). 
Q se anula para el punto medio de la harra. 


580. Llamemos Y a la inclinación variable de la campana respecto 
a la vertical, y J a sa m. de i. respecto a la perpendicular al plano del papel 
que pasa por O; la aceleración angular en O valdrá 


A 


y utilizando la ecuación 


cl, dar, 


wdo=1(—dp). 
la velocidad angular es 
o 


Las reacciones en el punto O son X (horizontal hacia la derecha) 
e Y (vertical hacia arriba): 


G 
X= E (o sen p + 1005 7) 


y =6 + (orcosp— 295 


estas ecuaciones se obtienen considerando las fuerzas de inercia de la masa 
G/g en S, con jo cual se deduce 


a 
X= Gp sen p (3 cos p—2cos a), 
rn 


Y=Ca FA 


(2 cost p —2 cos p eos a—sentp)+ G, 
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Soluciones 531. 


siendo p el radio de giro de la campana respecto a la perpendicular al papel 
que pasa por el c. d, g. 

La reacción X produce en los apoyos A y B (problema 415) reacclones 
iguules (fuerzas longitudinales) 


A=B=XfM, 


siendo alternativamente A una fuerza de tracción, y B una de compresión, 
y viceversa. 
XJ momento flector en O debido a Y es 


M= YI, siendo AB=!. 


La tensión unitaria máxima en la sección O es, prescindiendo del esfuerzo 
cortante, 


1YL, Xx 
eS ET 
siendo W el momento resistente, y F el árcu de la sección. 


obtiene la posición y de la campana, que produce 
ha máxima tensión en la viga por la ecuación 


a 
cho a 
Haciendo A » 


Uco 2p—sen2p 2 
na ra 


siendo u= 2W/ 


Su consideran las fuerzas en Un Lrozo dx del resorte, cuya longitud 
nm dE, siendo f la variación de longitud para l. 


tiene P= Pa kE, siendo JE la dilatación, o sea la variación de 
qe Hondo 


longitud por wnidad. La di- 
ción de todo el resor- 
FI, lu deformación de 
w resorte cilíndrico por 
efecto de la fuerza /2 vale 


“w 


P, siendo n el nú- 


mero de espiras; Juego Ja 
constante de valdrá 


Si nn es la masa total del resorle, dm = mdx/l la del elemento en P y Ela 
variación de z por efecto de la fuerza centrifuga, ésta valdrá 


dI=( 1 joda, 


y de —dP y dT=0 se deduce 


dee mn 
kip=—FA + Dor, 


¿ . 
40 1 E) siendo 22 e 


— 25 — 


632— 533, Soluciones 


La solución de esta ccnación diferencial es 
E= C,cos 21 + Co sendx— 
lo cual puede comprobarse diferenciándola dos veces. 


Las constantes C, y C, se determinan por la condición de que para x = 4 
y x = ) el desplazamiento £ = 0, lo cual da 


_asenzd—bsenda 
ES sen Al y RA 


bcos 4a—acos Ab 
sen A1 


C, 


de 
Mallando JE =-— Ci senAz 4 Crácosdx -1, y sustituyendo las cons- 
tantes se halla para la fuerza elástica del resorte en x 


PP 


k 
¿2 10 cos 224) —a cos (02) +k, 


y para x=a y x= b la fuerza elástica en A y B 
a Gdt P y i P 
Pam P, o [o (5 Ij+a(1 E). 


Gas / e a 
Pa= Pet ns [> Y ++) ACT )] á 
donde hay que sustituir 
8rw 
NS 
582. Del problema anterior se deduce para Py = 0 


pi =—k(—CjA sen Az 4 Cah cos 21— 1) 


y 
E= C,cos2x + C,sen 12 —2x. 


Para determinar las constantes se tiene en cuenta que para z ed, P=0 
y para x= b, ¿= 0, de donde 


bcos 2a — (1/4) sen 20 bsen Za + (1/2) cos 20 
A A A 


cos Al S c 
De aquí se deduce el desplazamiento del punto A 
b tg Al 
TT 


y la fuerza elástica en B 


Gar 1 ] 
Pe= ar [»oreo—: 5-31 siendo P=Al. 


588. Sea p la densidad de la varilla, dm = gFdr será la masa de un 
elemento en cuyas secciones extremas 
actúan los esfuerzos tangenciales O 
y 0+40; para la aceleración de) 
movimiento queda dQ, y se tiene 


y 
dm 40 


=3206.= 


Soluciones 533. 
Siendo M el momenlo flector, se tiene 


dM Ex M 
Q= 7,» y según la ec. (41), se deduce Sa =—E7 


de donde resulta la siguiente ecuación de vibraciones 


e 
Fer El (a) 

Su solución general Liene la forma 
y =[acos 12 + bsenjr+ Aetx + BezAx] sen ot, (9) 


como puede comprobarse diferenciando dos veces respecto a 1 y cuatro veces 
respecto a y. El valor de 2 se deduce de 


0. PEE 
Men 1 
Para determinar Jas cualro constantes de integración a, d, A, B se tendrá 
en cuenta que a x= 0 corresponden los valores y = 0 yl= 0, y que en 


el extremo de la viga, o sea pura z =1, tanto el momento flector M como el 
esfuerzo cortante Q son cero; por lo tanto, 


Y > 
0 y eo para x= l. 
Asi se obtienen las relaciones 


arA+B=0 y by4A—B=0 (c) 


- I—b 14 A0 4 BeM=0 
acosa sen Al + + , (0) 


asen ¿l—beos 414 ARI Be MR 0, 
Eliminancio entre las cuatro ec. (a) y (d) las constantes a, D, A, B, resulta 
cos Alco3 21410. 
Vi valor menor que satisface a esta ecuación (vibración fundamental) es 
4l=1,87, osea ¿=1,87/L 


De la relación antes dadu entre A y «» se deduce para la oscilación fundamental 


EJ 350 EJ 
a PY == Ver 


Llamando T a la duración de una oscilación completa, se tiene 


wT=2x, 


y el número de oscilaciones por segundo será 


1 w 0,556 
be 


SS 


534-536. Soluciones 


534, El descenso del extremo de la viga debido a la fuerza P vale 
Ud 
v=3EJ* 
y, por lo tanto, la fuerza cláslica será 
3EJ 


A 


En consecuencia, la ecuación del movimiento para la masa M es 


dy 3EJ 
ma — Av 


Sus soluciones dun vibraciones armónicas de período 


T=25V4e7> 


585. Solución como antes. Lu ecuación del movimiento es 
diy ARE) 


de donde se deduce E. 


M ria ed 
de donde 
ra HE, 


y de ahí sale EJ. 


686, Sea T la energía cinética y U la encrgía ponia (trabajo elís- 
tico), y Zi z (£, 2 la desviación del punto x en el instante £ medida a partir 
dol efe de la varifla en reposo : tendremos 


ES 


Jue e 


ue 
U=5 FI 


verificándose la igualdad 
T)U=h. 


Supongamos que en e instante inócinl partimos del reposo, a sea que 
pura £= 0 se tiene T= Ta, Y =0, y. por lo tanto, To == h; en el instante 
t= 1/4 (siendo Y el pertado). que es cuando tiene dugar la primera inversión 
del movimiento, tendremos T = 0, U = U, = h, es decir, Ty = Uy 

Para obtener fas oscilaciones, plutearemos mí 


lia ecu 


z(e.)=y (sn of. 
de donde se deduce 


= yo cos ot, 


E] 


y para L=0, 


s Jun fueos: 


BR 


Soluciones 537 —540 


Del mismo modo, como el período viene dado por 7 =x, para ==T/4 
= 1/20, tendremos 


2 Ja dz. 


De sa condición T, = U, se deduce inmediatamente el valor dado 
para 
1 


a oneralación de la expresión para una masa suplementaria m no 
necesita más explicaciones. 


587. Como solución aproximada tomamos la siguiente, que es válida 
paro, toda la longitud de la viga (salvo un factor constante, que podemos 
suprimir, puesto que y entra en el numerador y denominador de «* con la 
misma potencia) 


y = Pr llo +2, 
que cumple las siguientes condic 


nes límites (¡secciones extremas 
10=00, y (O)=0  y(0)=0 y ()=0. 


. Sustituyendo y e y* en lu ecuación (1) del problema 586 y haciendo 
= 12, 6 sen y (1/2) = 5 116, resulta 


La 
EJ | 1230 (0 —ay da 
Y 


res!) 


(Mr 2h 


La frecuencia base 


la, puesto que 7 27%, será 
n=1 


53%. En este caso toma 


5 por aproximación 
yodlae, 


que satisfuce a lus condiciones límites 
Y(0)=0, y(0=0, y ()=0. 
La ecuación (b) del problema 588 da como antes 


3EJ o 
“m+i3BMMO0  *=23x 


589. La solución aproximada que aceptamos es 
y=39—4w, 
que satisface a las condiciones límites 
y(0)=0,  y(0)=0, y (12)=0. 
La ccuación (b) del problema 586 da inmediatamente 


BE 4 2 
GTimasa> Y * Mene n=zz> 
640, Utilizando el resultado del problema 587 se deduce fácilmente de 


0 


nm 


19 Marrexmaura Problemas a 


541-643. Soluciones 


el 1. de j. buscado 
ES 


17 
J==3E (m + 35M). 


541. Consideraremos en primer lugar la viga deformada bajo la acción 
de su carga estática, y después supondremos que anulamos esa deformación 
elevando el plano de sustentación hasla el nivel de los apoyos. En esta 
posición. la viga tiene wna cierta energia potencial (sea Us), y su energía 
cinética es T = 0. Al alejar el plano, fa viga efectúa osclaciones alrededor 
de su posición de equilibrio (en ella tenemos Y = Us y U= 0) y como son 
armónicas, el desplazamiento hasta el próximo reposo (Y = 0) es el doble 
que con carga estática. 

El período es cl mismo que en el problema 587 (para m =0, M = G/N 


13 BMP TAME 
2 Vara es = Vins Ey" 


(El valor del factor numerico bajo la raíz, según la teoría exacta, sería 
17 =1/97,41,) 


542. Según la fórmula (55), el ángulo de torsión del alambre por unidud 
de longitud (siendo G el módulo de elasticidad transversal) vale 


Si llamamos p al ángulo total de giro para la longitud £, tendremos p = 19, 
y el momento de torsión correspondiente será 


nar 
MAT 


La ecuación del movimiento de la barra es, pues, 


_ dep M, nar 
O E DS 


y Ec es la ecuación diferencial para una vibración simple armónica de 
e 


PO oi A 


648. Sea u la velocidad del cable a la distancia z de la sección 
superior; podemos suponer que 


u:v=4z:4l, 


y como las variaciones de longitud 4z y 41 satisfacen a la 
condición 


zdl=:2:4l, 


podemos poner u = yz/I. y 

En o) clemento dz del cable, de sección F, actúan las siguientes 
fuerzas: el peso propia y Fdez, las tensiones (tracciones) totales 
y F hacia abajo y (u—do)F hacia arriba, y la fuerza de Inercia 


— 290 — 


Soluciones 544— 546. 


y Pdz du 
ul q Macia arriba. La suma de todas estas fuerzas igualada a cero da 


la veus atisa 


dde 
y como 7 =u se tiene 


z (udu — gd), 


a 
ama E [Eo 


siendo a, la tensión para 7 = 0, u = 0, es decir, para la sección superior del 
cubll 
1 


integrando se deduce 


2=l,0 = 0, resulta 


a =v0U—35h 


y pava uua sección cualquiera x= 1 


eel. 


Consideremos un trozo de ¡nilo de longitud 1s, y sea S la fuerza 
omgltudinal o axial sobre el mismo producida por la dilatación; la ecuación 
del inovimiento rudial es 


e ; 
oras E So 


dto 
varR 


Obtendremos, pues, vibraciones armónicas de periado 
7 


vosen ta Frecuencia circular 


2a 
T 


= 


545. Como Dd, =0, tendremos también 7, = 0: por lo tanto, n 
' que la carga súbita Q produce la misma deformación que la e 
4 20. Véase la ecuación (112). 


dee 
estál: 


546. Sea f la flecha correspondiente a la carga estática P: al desaparecer 
subitamente P queda la f con sentido contrarit elta se añade 2f por efecto 


de la acción súbita de P con el siguo cambiado (véase el problema anterior); 
por lo tanto, la deformación total es / > 


e 


547 —óbl. Soluciones 


547. Según el problema 545, el Iactor dinámico n correspondiente a 
carga súbita sin choque es igual a 2. La flecha f en 4 es, pues, la misma que 
con carga estática 2P en el extremo de la viga. Tendremos, pues, 


548. Al romperse el hilo, queda el esfuerzo de tracción actuando en 
una de lus lados. Como es una fuerza súbita sin choque, el factor dinámico 
(problema 545) es n = 2; la fuerza que actúa es, pues, 25. 


549. Como se supone que la caida de la nieve es instantánea, produce 
el mismo efecto que una carga 24, por unidad de longitud actuando de abajo 
arriba ; el factor dinámico es n = 

Así como el cable bajo el peso de la nieve tenía la flecha h, que se 
calculaba por medio de la ecuación 


AREF =( q) 30 
(según el problema 73), la flecha h, se determinará por medio de la ecuación 
AREF =(q—9)38. 

550. Al romperse el tirante 4T, el brazo AB recibe súbitamente la 
acción de la fuerza P, el factor dinámico, segun el problema Ai), €s fas 2 y 
Ja carga que pramues la rotura del brazo se deduce de la fórmula que expresa 
el momento flector 

M=2Pl= kJ le. 
Según el resultado del problema 371 (d), tenemos 
J = 0,023 B”, 
y, además, e= B/2; siendo B = 4,6 em. y 1 = 40 em., resulta 
P= 144,5 kg. 


561. Según la fórmula (19), el ulargamiento de una barra debido al 
peso Q; a la distancia x de la sección superior, es 


41 =Qx/EF, 
prescindiendo del pesu propio, y €l alargamiento total será 

Al= QUEF. 
Por lo tanto, según las ecuaciones (107) y (109), sustituyendo y y f por 4x 
y Al, tendremos A 


Áz EXO 
Gr= 246 E =/57 dz 
0 


1 

¡am y G 

G=246 (7) =J5) 74x= 
o 

El trabajo elástico del peso estático Q sería, según la fórmula (99), 


10% 
ASIEE 


— 202 — 


Suluciones 552—bbt. 


por lo tanto, según las ecuaciones (110) y (LE2). el factor dinámico es 


a=1:Y 


La velocidad de dilatación de la carga estática es 0,0004 /seg., 
de la dinámica, 100/seg. 


Eh 


1Q +62 


Según los resultados del problema 69, llamando x a la distancia 


de la sección a F, y a a la altura de la pirámide suplementaria, se tiene 


Sustituyendo en las e 


además, y E dx = y Fa ES dz en lugar de 46, tendremos 


1 
dx yF,(a+0 


G=2167= 


e 1..,21 43 
fc +2)de o rt O 


an 


ú 
Fo(a +1) ; 1 
> ñ Ax yFo(a + 1Pf y 
Ge zp o A dam q Y Elo 
ú 
Además, según el problema 445. el trabajo 


Qu 
ES 


Utlizando Jas ecuaciones (110) y (112), él factor dinámico resulta ser 


A 


ela 


tico de la carga estática Q es 


bñ4. Pueden utilizarse los resultados del problema 551L. Así se tiene 


G, =1 


=08, 


Ay (DY A 1 188.5 haz el peso del cálindro hueco. El factor 
s 


= 788, 


AyOr ja =589 kg, Fo ADA 3 cm? 4 100 cun, 
%. 


ir estáti 


equivalente a 


la dinamica valdrá, pues, 
nO = 4642 Kg. 


- 3 


565—656. Soluciones 

y la carga unitaria máxima en el cilindro hueco será 
nQ+6 
—=— = 742 al. 


565. La energia cinética en el instante del choque es Gh, y el trabajo 
lis] una barra sometida tan sólo al peso propio es, según el pro- 
ema 448, 


10 
AS GEF" 
La ecuación (112) da inmediatamente el factor dinámico 


Haciendo ahora 


rRG=0,F y G=Fly, 


se deduce, finalmente, 
= (E 21). 


556. La ecuación de la línea elástica de la viga cargada con Q en un 
extremo es (tabla 1, n.* 4) 
1 
Y= 357" Ol—2), 


y la flecha en el extremo, 


Sustituyendo en las ecuaciones (107) y (109) Gdz/! en vez de AG, se tiene 


1 
y 
q= 


6 3 
G,=24Gj an" 04. - ¿0 


Ú 
G,=24G lp S Le je 6—ayaz = E O. 
e 


Además, el trabajo elástico del peso Q actuando sin choque en el extremo 
de la viga es 


19 
GEJ* 


Sustituyendo estas expresiones en las ecuaciones (110) y (112), se halla 
para el factor dinámico 


33 40 6EJh 
=1 . 
a+ Vit arca e 
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1 
A=301= 


Soluciones 557 —559. 
557. Se utilizan los resultados del problema anterior, y se tiene 
Q=100 kg, G=30 kg, J= 10000 cm., 
y. por lo tanto, 
n=1+4+ yT+T8TR. 


El máximo momento flector en la sección de empotramiento es, sien- 
do nQ la fuerza que uctúa en el extremo, 


M=n0Ql + Gl =k;JJe, 


en donde kj¿ — 265 at., e=10 cm. Así resulta n= 13,1. De la expresión 
de n anteriormente hallada se deduce h = 18,6 cm. 


558. Ll caso es idéntico al de un peso Q uniformemente repartido e 
cayese sobre una viga de peso G= 0, Por lo tanto, según la ecuación (110) 
T == Qh; además, por el problema 451 sabemos que el trabajo elástico en 
una viga sometida a una carga uniformemente repartida es 
Qe. 
H0EJ> 
y haciendo q1 = Q se deduce el factor dinámico 

a=1t+Yt+ EL h 


559. Según Ja tabla 1, n.* 1 a, la ecuación de la línea elástica en una 
viga cargada con el peso Q en su punto medio, siendo a = b = 1/2, €s 


A= 


U= GAIA, 
y la flecha en el punto medio, 
_Qr 
EJ? 


y. por lo tauto, según las ecuaciones (107) y (109), 


se 
rad BP 42) G 
Gro ls baje dad EN ¿tz 


lil trabajo, elástico del peso estático Q es, según el problema 450, para 


a ble 
ps 
A= E 


El factor dinámico será, sugún las ecuaciones (110) y (112), 


a 04 176/35 WEJA 
a+ Vit ose" : 
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560—562. Soluciones 
560. Según el problema anterior, el factor dinámico es 
n=1+yTF3ZB7h 
sustituyendo los valores dados (G = 217,2 kg.) 
Si la viga ha de romperse bajo la acción de la carga estática n Q actuando 
en el punto medio, ha de verificarse la siguiente igualdad : 


1 
moza ¿61=kK,7, 


en donde e = 12 cm. De aquí resulta n = 11,8, y sustituyendo este valor en 
la expresión de n dada anteriormente, resulta 


h= 35,4 cm. 


561. La línea elástica de la viga en cl trozo a tiene la ecuación (tabla 2, 
número 3) 
10 bu 


¡3al— (34 + b) 2), 


y la flecha bajo Ja carga Q es para 7 =u 
10 eb 
EXEJ TP" 
TON (107) y (109) dan seguidamente, poniendo Gdx/l en vez 


a 
E ¡601 (a + b)2]adx 
d 


G,=240= 
8 


GH 
+ Zab [301 —(3b + a)1] 1"dY = Jade 


á 
yo 
Gan za6 (p) > q ata + bajtatdz 
0 


34 


» 
CR Gu 
+ Joer crea (1 a 
0 


Además, según el problema 468, el trabajo elástico de la fuerza estática Q es 


1 pa 
ARETEJE* 


Por lo tanto, el fuetor dinámico, según las ecuaciones (110) y (112), sera 


_ Qu GE (bo 
n=1 Via (uba E 


562. Según el proble 


34) Ulo SEJE 
A 
terior, el factor dinámico es 


mo 11 yTT260.21 


— 295 - 


Soluciones 563. 


sustituyendo los valores 0 — 400 Kg., G=954 kg., a=100 cm., d= 400 cm., 
Y =xH(15 — 120)/4 ,463 cm.t 
máximo momento flector es, según la tabla 2, n.* 3, para la viga 


sometida a la acción de la fuerza aislada nQ y al peso propio G 


abr 1 J 
n0 +13 01 =4 7» 


de donde, haciendo k, = 700 at,, e = 15 cm., resulta el factor dinámico 
n= 41,2. igualando este valor con el hallado antes para n, resulta 


h=6,2 cm. 


563. Suslituyendo en las ccxaciones (107) y (109) P en vez de G,z9 
en lugar de y y 19 en vez de f, siendo %) el ángulo de torsión por unidad 
de longitud, los pesos reducidos de la hara en forma de disco (siendo 
AG = y Fdx) son 


Py=P/, P,=PR 


(véase el problema 551). 
La velocidad del punto de choque es, según 
la ecuación (108), 


0 E 
»= 3 Vi0 


Pr Pra 

en donde G, == 397 ip es el peso reducido P, 
del disco en B para el punto €, o sea el peso 
reducido de la barra. Llamando ahora w y 0 


a Le velucidades angulares comunicadas a la harra en las secciones x y 1, 
se tiene 


0.:0M=x:l, 


y la energía cinética producida por el choque es 


ZE 
y 


Ahora bien: Y) = 4009 de lo cual se deduce 


8 _ PQtrqh 
T= 3 aQp + Pr 


El trabajo clástico del peso estático Q, según las fórmulas (101) y (55), es 


1MH 


1 
¿Mid 


en donde M, = Qg. Para el cálculo del factor dinámico a puede también 
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"564. Soluciones 


ultilizarse la ecuación (112); con los valores hallados de Ta y A,se halla para n 
el valor 


La carga unitaria máxima en el árbol es, según la fórmula (54), 
2 ¿209 


r 
mars 


siendo n el valor hallado. 

564. Según el principio de la cunservación de la encrgía. la variación 
de la energía cinética es igual a la suma de los trabajos exteriores e interiores; 
por lo tanto, 

19+6 
11.3% m—op=09-A 


siendo G, el peso reducido de la viga para el punto de choque [según la ecua- 
ción (105)), va la velocidad inicial del punto de choque, v su velocidad al 
cabo del tiempo t, y el desplazamiento dinámico en el mismo punto y A 
el trabajo elástico correspondiente al desplazamiento y. Esle trabajo elástico 
es, según el problema 440, suslituyendo Í por y 


y. por lo tanto, 


2 (02 —03) = 2Qy —ky 


y derivando se tiene 


+6 
2 rn 2 pdo= (0 —ky) dy 
Para cl movimiento del punto medio de Ja viga resulta 
dy 
odo = qa UY 
de donde 


- Q—-ky. 


La integración de esta ecuación da 
y=Asendt + Beos Al +4. 
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Soluciones 565. 

Para determinar las constantes A y B, tenemos 

d 
v= 3) =A2cos 1t— BASeNAl, (a) 
y ponicudo para el principio del movimiento, o sea para £=0, los valores 
p=0, 0=0, 
A=vikh B=—1, 
y, por lo tanto, la ecuación del movimiento es 


resulta 


y= 7 sen 1t + (1—cos 40, (hb) 
en donde 
M= 2. 
10+6G” 


según el problema 659, 
A *  G¿=116f55. 


Para hallar la máxima flecha se pone en la ecuación (a) 


y resulta 


(0) 

ía ecuación (b) nos du 
h=11+ via. 

n encerrada dentro del paréntesis es el factor dinámico [según 


106)l. 
La velocidad inicial es 


ln 
Y, 


siendo h la altura de enida del peso 0, y, según el problema 569, se tiene 
Gi =56/8. 


586. Solución análoga a la del problema anterior. La ecuación del mo- 
vimiento es 


E 1.62 ás oy E y 
$ MEA 
=P UY) 


un doude f == 
A= eh y, según el problema 551, G, =G/3. Así se obtlene, como 


en el problema 564, 


QUEF es el alargamiento de la barra debido al peso estático Q, 


y = sen AL (cos AD), 
en la que 0, velocidad inicial, se deduce de la igualdad 
».(Q +G)=0 y2gh 
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566. Soluciones 


Según el problema 551, tenemos G, = G/2. La máxima 


artación de longi- 


' , y 
tud se obtiene haciendo E =0, como en el problema 564, para un valor 


Vos =1 (1 +vis EN] 


Usan =) l El 


El factor de f es el factor dinámico que ya se haló en el problema 651. 
$ La máxima velocidad corresponde al extronio de la harra, verificándose 
e =0, v bien y =/. Su valor es 


»n o | 2h ¿ ] 
a 0 GR EFE)" 


566, Con una carga súbila el factor dinámico es n = 2 (según el pro- 
blema 545), y, por lo tanto, el alargamiento máximo de la barra será 


Umáx = 21 =GUEF 


(esto se deduce también del resultado del problema anterior haciendo h=0). 
La ecuación del movimiento oscilatorio del extremo de la barra es 


y=((1—cos 40, 


siendo 4 = YEFJIGA = Y GEF gj6l (véase el problema anterior). 
El período es 


da 
La máxima velocidiud corresponde 41 exbremo de la barra, para 74 


de donde y =f= 3 
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Formulario 
A continuación se dan las fórmulas necesarias para la resolución de los 
problemas. 


El estado clástico lineal 


Siendo o, la tensión principal, 


4 =06,senta es la tensión normal, 
T =0,sen acosa es la tensión tangencial, (1) 
Pp =0, sena es la tensión resultante 


UL 
a 
para un plano que forme el ángulo a con 0. Ms 


El estado elástico plano 


Siendo 0, 6y, las tensiones correspondientes a dos planos perpendiculares 
entre sí, para un tercer plano cualquiera que forme el ángulo a con a, se tiene 


> 2 Lat Tan 
a a Sy 
Y = (04 —0y) Sena cosa 7,cos 20, 


Siendo 0, y 9, las tensiones principales en un 
unto, y a el ángulo que un plano cualquiera 
forma con 0, las tensiones correspondientes a Se 
este plano son 


o=0 senta | 0,costa, 
ps 1 0 ) o 


7 = (0, — 04) Sen a cos U. 


Si p es la tensión resultante en el plano definido por la inclinación x, 


cuyo valor es p = yg + 12, y Pa py son sus componentes según los ejes 
x € y, dos valores de estos componentes son : 


(4) 


Pz =0 sen a + T cos A = 0, Sena + 7,c0s a, 
Py =0.C0s A —T Sen A = 0,0084 + T, sen A, 


El estado elástico triple 


Sean 0, 0 0, las tres tensiones principales en un punto, y P la tensión 
correspondiente a un plano, cuya normal tiene por Ccosenos directores a, 
b y e respecto a Jos ejes de las tensiones principales ; las proyecciones de P 
sobre los ejes son 


a == 01, Py = DO P,= CO 
5; P y = 0% 6 
p? = 03 + bo 4 tod: 
por lo tanto, la tensión normal sobre el plano es 
e 4 bo 4 00, (6) 


y la tangencial, 
n= po. m 
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El estado elástico en un punto queda definido por las tres tensiones 
normales 9%, dy, 0, y las tres tangenciales Ty, Ty, T. respecto a tres planos de 
referencia normales entro sí. Las tensiones principales a (es decir, 0) 0 03) 
y los cosenos directores a, b, c de los planos principales se calculan valiéndose 
de las siguientes ecuaciones : 


a(o,—0) + br, + cry=0, 
cT, + d(o,—0) + 07,= 
at, + br + c(0,—0)=0, 

a+ bi4 ol 


> 


(8) 


Deformacionos 


€ = dilatación = relación de lu variación de la distancia entre dos puntos 
después de Ja deformación a la distancia primitiva. 
y = distorsión = variación del ángulo recto que forman dos planos 
a consecuencia de la deformación, 
Sean u, », 10 las componentes del desplazamiento de un punto P (2, y, 3: 
las ditataciones según los ejes £s, £y, €, Y las distorsiones Yyas Yaas Yzy EM 105 
tres planos yz, 2x y xy vienen dadas por las siguientes ecuacionos : 


Ju do 
e = 5% =p" , y 
Jo om Pr il 
TT A de 
La dilatación según la dirección (a, b, c) es 
£= 0, + DE, + 0, + D0Y y + CAY + DY ago (10 
on las direcciones de las dilalaciones principales * Ey se Llene 
E = 404, 1 DE, 4 Cy. UN) 


, Mamando 
ación cúbica = relución de la variación de vu volumen ad vulu- 
men primitivo, su valor será 


€= EJ + By 48 =8, + Es + Ey 


Loy de Hooke (de dilataciones y tensiones) 


Para las tensiones normales, 


0=Ee; (10 


para las Lensiones tangenciales, 
7=6)7, (13.6) 


siendo E y G los múdutos de elasticidad longitudinal y transversal, respec- 
tivamente. 


Cuerpos isótropos 
Kelación entre G, E y m: 


mi y 
c=m+nt 0) 
siendo m el coeficiente de Poisson, es decir, la relación de la dilatación 
longitudinal a la contracción transversal. 
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Ley de Hooke generalizada (tensiones principales): 


a 3 sar) 
ar la+ E). (15) 


(18) 


Cargas de resistencia 
A = carga de fatiga, es la que produce la rotura del material sometido 
13 


a un cambio muy repetido de esfuerzos, oscilando entre Os: Y Omip* 
K, «= carga estática de rotura por tracción, CUAndO Ia. = Guaxe 

U' = carga intermitente de rotura, cuando Goy = 0. 

Y = carga oscilatoria o alternativa de rotura, cuando On = — Omáx: 


Vulores medios según las experiencias de Wóhler y Bauschinger para 
Hierro dulce: — K, = 3640 at., U «= 2160 at., V = 1180at. 
Acero dulce: — K¿= 4200 at., U = 2400 at., Y == 1320at., + (17) 
Acero semiduro: K, = 6040 at., U = 2900 at., V = 1540 at. 
Carga o coeficiente de trabajo admisible de estos tres materiales : 
k; (tracción) = K; (compresión) = 24/7 (siendo A la carga de fatiga). (18) 


Rosistencia a la tracción 


Variación de longitud de una pieza prismática recta de longitud l, 
succión F' y peso G: 
(PG) 


Al= —=hp—+b (19) 


siendo P el peso que actúa en el extremo inferior de la pieza. 


Momentos de inercia y momentos centrífugos de las superficies 


J=I + Fa. (20) 
+ F(a—es). 1) 
IRcetángulo : respecto a la hase b, =p PP 
J = 18/13; ens 
respueto al eje que pasa por el centro de gra- 
vedad paralelo a b, E: CO O 


J =b19/12. (28) 
Triángulo : respecto a la base 3, 
=bhm/12; (24) Fórmulas (20), (21) 
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respecto a la paralela a que pasa por el otro vértice, 


J=die4 (25) 
Círculo : respecto al diámetro 27, 
J=nxr4. (26) 
Elipse : de semlejes a y d respecto al eje 2a, 
J=nabs. (27) 
Radlo de giro: t=/TF. a 


Momentos de inercia respecto a unos ejes que forman el ángulo a con 
los ejes principales : 
J¿=J, costa +), senta, 
Jay = (Y, —Jy) sena cos a, 
siendo J, y J, los momentos de inercia principales. 


(29) 


5 
l 


Pa 
ad lalo» 
Fórmalo (29) Fórmula (30) Fórmula (31) 
Momen trifugo : 

A Tp (30) 
siendo S el centro de gravedad de la superficie F, Cuando J,y- 22 0, se tiene 
más sencillamente 

Ja =FEn. (31) 


Momentos de jnercia y centrífugo respecto a unos ejes 2”, y” que forman 
el ángulo a con los ejes 2y: 


J, =3J,costa + Jysema—Jz sen2a, (32) 
Jy =J,senta + Jy cos? a + Jzy sen2a, 
Jay =(J.— Jy) sena cos a + Jay 005 20. (33) 
SI x”, y' son los ejes principales, se tiene 
23, 
- E 
6 1920 = > (21) 


A” Momentos de inercia principales; 


Ja + Y, TIN 
+ Vez”) + 3%, 

PAN (ELA A 
»=- 2% Es 4 Í%. 


Para cada par de ejes conjugados de la elipse de 
Inercia se tiene 


(35) 
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"Tensiones y ejes de flexión (fibra neutra) 


M = eje del momento flector, "2 


NA = fibra o linea ne 


a teje de 1lexión) 
up y 30m 
48 =7 34. 7) 


Curvatura de la línea elástica: 


Tensión en el punto y. 


gsena cosa 
a=M o 7) 


En particular para a =0 


(39) 


(40) 


(an 


Carga de tral 


jando por flexión 
según Bach: 


ki da eE) 


ES admisible por trucción. 


ide la fibra más tendida al eje y. 


Ey = coordenada del e de e de la zona de brueción de la sección. 


fo = 1.2 cuando osa 
paralela al eje. 


de traccion está Timitad 


la por una recta 


= 43 en los demas casos 


Vigas de igual resistencia a flexión 


Sie 
sección, MÍ 
condición es 


, = €, es la distancia de la fibra neutra a la más cargada de la 
momento flector y Y el m. de i. de la sección, la ecuación de 


(43) 


20. Werrexnacee: Problemas de Mecánica, 11. 
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“Tabla 1. — 
ma de carga. Paren Momento 
Aspecto de las lineas de momentos 7 
yes ABR iaguierda de... 24/42 
P.; 
a 
1 Pi|+47 e oto 
paraz =« 
1 PP a 
la a=b=3 33! Pp oja 
Mz 
A 
M|, MI_Ma 
2 PRAT —A paraz=a—0 ojo 
Mb 
+APparaz=a+ 0] 
M|, M iz 
2a +7] M— M|o0 
MM Mz 
ab E — o|m 
1 la, Y 
AS 511 
[QUA A > ( O 
a SS 12193] mao-+ 
-——— 4 parar =>3 


Formulario 307 


Vigas tsostálicas 


Eee Sn A 
Un Pb, ca 
e e 0 
> EA Pap 3 5É y 
GENT 1 
de7| ¿E 
de e (E 7 E 
medir -l7 Pe A 
o BE. 7 
Pb y ABEJ | 16EJ lía 0 
ME ] y 
m 13 8 go | Í 
Y — JAI 33] Ss A í 2 
SEN E | j : 
M 5 as E J 
Y + al 3atmap sk A ala sE É 3 
pe le E a 
Palos | 2 
e .-. a) 5 
A Mi 
IS EJ x tex] $ _ si ga A 
E JET lten dirección 
>= EU) 2,2 =) 
a Mi Mi 
E 6 To TE | +33] 
la ie 
E 
PL ES 36 1] p P 
lil EY e PRE o] 
MEJ|i +l7 ¡ E a] ae 
“ 3 
ó ES 
E 
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Tabla 1 (continuación).— 


Forma de carga. ] Momentos 
N. | Aspecto de las líneas de momentos = 7 
y elástica A [Bl raquierda de 1 | Ma | Ma 
4 plo| —Pa—x) [Pal 0 
5 ojo —m 
$ O z ap [oa] 0 
| 
Forma de carga. Aspect ias Moment 
e Aspecto: de los apoyos an 
N. | de las líneas de momentos 7 Pa nm 
A 42 | Ma A 
is SS BC ico | Mizat=o | 10 MN 
7 a 
ES se z 1 
A E sli 
Ha eE 
— | |3l El 
| J 
> 
q, 
alS 
—=|_3PH o 1 
16 c 


Formularlo 309 
Vigas isostáticas 
ua Inclinaci 
Ecuación de la lnea EUA iia 
JAsti 
DS la ta va va Y 
Pas a 
=¿57 Pa—=3 1 Pe e Pat Pa 
Pas 0 3EJ 2EJ 2EJ 
h= ¿BR 0 ES 
Alo 
Me el] |aslo- 
Y= EJ 2EJ EJ 
E Y 
Es 9 
Y = 3757 [640x428 - gas 6 gar ga 
q pa BEJ GEJ GEJ 
Mo pg Aa — a ela 
Sl 
ES 
¡gus hiperestáticas 
Flechas Inclinaciones 
— y —— Observaciones 
IDESTIN) Pa Ya vo PL 
s h] 
ES ¿ 
E 2 31 Cálculo: 
AS mn e | TÉ Pat Patb_ BP 
E el ¿3 | M=3E7+3E3=3E5 
a a 
Z | E de donde B=... 
a 
al S 
Ecuación de la línea elástica : 
7 PR PpRi_|_ Pre A 9 (9113) 
768 EJ cia TT 
s Pe fa 5[z4" 
on [7-3 (%) ] 


Formulario 


Tabla 2 (continuación). — 


qz-kkIAK<A<.  ..AAK—_——__—_———_—— _—_————— 


'orma de carga. Aspecto | qe fas Amasos Momentos 
N.* de las lineas de momentos Pe UA 
ás la »> A 
ns a BC larisa Mirto | 1020 
Es El LA 
1 =0 3 
ona le 50 | aq 1 SEE 
2 as e le IE 1|? 1 3 
FÉ 
2 
El 
a la 3 
a 13 de y 
3 e E la mi => 
sele J-j2 PR | ao 
ES 3 | 'I 
a a 
E de A 
1 P P Pi| Pl Pl 
3a =b=; 5 a = = 
bes 313 IN 
O 1 1 22 p 13 
4 a allez |= 7 «E lnipo pa 
| 
4% Esfuerzo cortante 
np meLa tensión tangencial producida por un es. 
ES fuerzo cortante Q tiene una componente paralela 
ESÉNS A SZ, que vale le 
nn age (44) 
r- y siendo J el momento de inercia de la sección 
respecto al eje Sy que pasa por el centro de 


Fórmula (48) 


if) y $ =/z, el momento estático del 


rea rayada respecto al eje Sy. 
Tensión en el borde: 


T, = T,4/cos A. (45) 
Tensión en un punto cualquiera y, 2: 
T=T,[cos Y (46) 
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Observaciones 
Ya 
R 3 
| h ds o Ecuación de la línea elástica : 
É 
sl 0 ¡RE! lara ge a a, (a 
Si slo = ls l7)— (7) +2(7"] 
ES 
1 Alo Cálculo : 
¡ Me S pe Pab BP Mal 
ES 0 o [le 2 | 4a3E1+2EJ=3EJ—3E3 
pe 382), _2e_ Br mal 
a| 2 | »9"23583=2R3— EJ» 
Al SI ge donde B=.., Ma= « 
Ecuación de la línea elástica: 
Pe ó se ll 
WES = 2 2342) 
| 
PE Ecuación de la línea elástica : 
34EJ 0 o ll o 
(paraa = 3) u= paar 
Tensión tangencial máxima en el rectángulo: 
Toa = 30/2F. (Un 
Tensión tangencial máxima en el círculo ; 
Tnás = 40/3F. (48) 
Sección reducida: 
F, = QlTuóx> (9) 
Gneficiente de trabajo admisible k; por esfuerzo cortante (en función 
del de tracción K:): 


m 
pd A 
AAA (50) 
siendo it el cocficiente de Puisson. 
i Para el hierro, m =10/3 y, por lo tanto, 
30 
q 


535 ke (53) 
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Torsión 


My €s el momento o par de torsión de las fuerzas exteriores, 
es el ángulo de giro por unidad de longitud, expresado en radianes. 
6 es el módulo de elasticidad transversal o para el esfuerzo cortante. 


a. sl. (53) 
Circulo de radio F: 
M= Zoro 60 
2.M, Tos 
anar (58) 
Anillo de radios R y r3 
a Re 
A (56) 
92.2 q $ 
== R* (57) 
Elipse de semiejes db <c: 
Mi FP (58) 
69) 
(60) 


Anillo elíptico, semiejes exteriores b<c, íd. interiores b,<c, b,:b 
030 a: 


M= 3 bre(1—at)Tosz (61) 


Rectángulo de dimensiones h > 5: 


Mi =MC*hTmas > (62) 
Mi Ma Tmóg 
Do BRG Ty, 06 * (63) 


Los valores de 7, y 77, (según Weber, Forschungsarbeiten auf dem Gebicte 
des Ing.-Wesens, cuaderno 249, 1921) se toman de la 


Tabla 3 
hb 1 [as 12 [3141818 10 | co 
En o21 023 | 025 1027 | 0,28 | 0,30 | 0,31 | 0,31 | 0,31 
7 loxW 020[023, 026/0028 | 0,30] 0/31 | 0,51 ] 0,31. 
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Fibra neutra y núeleo central 


Siendo J,, J, los m. de i. prinelpales, el 
i=vVE]TF, y =vE IF 0) 4 
los radios de giro correspondientes, P el punto de apli- ú 


cación de la fuerza normal a la sección, NN la línea 
heutra correspondiente, se tiene 


pa=—ÉB=—er. (65) Y 


J es el m. de i. de la sección para la línea PS, el radio de giro corres- 
pondiente será i= /ITP. Para los ejes principales J,, J,, se tiene 


pM=—i PR — de (66) 
Tracción o compresión y flexión 


Sea P el esfuerzo de t 
libras extremas respecto 


ción o ca y M el momento flector; las 
la neutra tienen las cargas o tensiones : 


PM 
=p» (67) 


siendo F el área de ta sección, y W su momento resistente. 
Siendo p la distancia del esfuerzo de tracción o compresión al c. d. g. 
de la sección, la ecuación anterior puede escribirse en la forma 


2120] en 


Si el punto de aplicación de la fuerza P tiene coordenadas b y e respecto 
a los ejes principales de inescía, la tensión en el punto de coordenadas y, z vale 


c= 7 1 y + $) (69) 


Guando P es vna compresión, estas fórmulas son aplicables solamente 
cuando la pieza es corta ; es decir, cuando tiene poca esbeltez. 

Siel cuerdo tiene la forma de uba barra cuya longitud es | y cuyo m. d. i. 
referido a la Íínca nentra (eje de flexión) es J, las tensiones máxima y mínima 
vienen dadas por las fórmulas 


P pF Ja 
0 — [17 1) eo > 
PE OTE 2 
Fl 7 coswi 
en donde 6_| maxs 
w= VPJEJ. OS 


La flecha en el extremo superior es 


=p (=n-1 an 
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La carga de rotura para esta fuerza de compresión excéntrica es 
FK 


B= - (12) 
PF 
B Mao] 


Aproximadamente se puede poner 


1 1 
Ran = +3 on. (03) 


siendo 4 un coeficiente experimental que, según Tetmajer, 


Para la madera, 4 =0,70 + 0,03 2. 
Para el hierro dulce, 1 = 1,20 para una sección achatada, 
=108 >» » » alargada. (74) 
Para el acero dulce, 4 =1,37 » + * achatada. 
=123 » » > alargada. 
A es = !/i grado de esbeltez e í el radio de giro referido a la línea neutra. 


Esfuerzo cortante y flexión 


Manera de conocer cuándo una barra ha de calcularse por esfuerzo 
cortante o por flexión ; 


Esfuerzo cortante [__Máx.mom, flector__ ¿ m-+1 momento resistente 


Flexión Esfuerzo cortante máx. mm Fy > qe 
Para la significación de F, véase la fórmula (49). 
CV 
Tenslones principales: A=3+YG + ”*, (76) 
a a 
4 $-yE qa. 
Inclinación a de la tensión principal respecto al eje de la viga; 
18. 24 = —21/0. (17) 


En estas fórmulas a es la tensión normal debida a la flexión, y Y es la 
tensión tangencial debída al esfuerzo cortante. 


Flexión y torsión 


Si e, es la dilatación máxima, el valor de la tensión principal reducida es 


mit mi 
a A VARAS Ke, os 


Er, 


siendo m el coeficiente de Poisson (es decir, la relación de las dilalaciones 
longitudinal y transversal), o la tensión o carga unitaria debida a la flexión, 
7 la dehida al esfuerzo cortante, kg la carga de lrabajo admisible por flexión y 


mk 
1 (84) 


la relación de Bach (relación de dilataciones), eu la cual, segu la forma de 
solicitación de la pieza, hay que poner en vez de kx uno de los valores k;, 
kz 6 kg y kí la carga de trabajo admisible por torsión. 
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Para el hierro, m = 10/3, de lo cual resulta 
Ez, =0350 + 065/07 7 1(0,Y, (9) 


E (0) 


Si M, es el momento flector y M, el de torsión, el diámetro d de una 
sección circular se deducirá de la fórmula 


32. 
dp 10,35 M, 4-0,65 MI + (MA, (81) 
y Para una sección anular con una relación de diámetros d/D = a 
32 
De aa 1105 Mi +0,65 ME FM). (82) 


Flexión lateral por compresión (pandeo) 
Fórmula de Euler para determinar la carga de pandeo 


Pr= Pr» (83) 


slendo ! la longitud libre, J el m. dei. mínimo de la sección y $f un coeficiente 
que depende de la forma de apoyo, o coeficiente de sustentación. 
Formas de apoyo que se consideran: 


A = articulación, B = Empotramiento 


z 
8. 
NES 
b) 
Coeficiente de sustentación : 
Pa, B=w/s, B=4w, P = 20,19. (84) 
Longitud reducida : 
L=1, l=21, l=(R, t,=0,7l. (85) 
Datos de y. Tetmajer para la carga de pandeo K, en at.: 
Se tiene 4 = Ui grado de esbeltez, ¿= Y Iwo /F- 
Para madera, —¿=18 a 100, K, = 293 —1,942, (86) 
2 > 100, Ky = 987 000/2%; (87) 
» fundición, 1 <3B0, K, = 7760 —120)2 + 0,532%, (88) 
A> 80, K,= 9 870 000/2*; (89) 
» hierrodulce, ¿=a 112, K; = 3030 — 12,94, (90) 
1>112, Kz = 19740 000/2%; (en 


+ fcero dulec, ¿== 10 a 105, 3100 — 11,44, (92) 


A > 105, K1 = 21 220 000/22. (93) 
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Marcha del cálculo de las dimensiones de una barra sometida al pandeo, 
según v. Tetmajer. 


Datos: P, Ky¿ (605) S, 1 (0 1,)- 
Incógnita: F. 


Procedimiento: k¿ = K¿/6: se calcula; 2 = !/i. se supone. lecho esto, 
se toma el valor a de la siguiente tabla: 


Coeticlente a de la Tabla 4 
-—_—_— 


Acero dulce 


Fundición | Hierro dulce 
0,827 0,829 0,786 
| 0,792 0,756 
0,755 0,726 
0,718 0,696 
0,681 0.666 
0,644 0,636 
0,607 0,606 
0,570 0,576 
0,533 0,546 
0,496 0,516 
Luego se hace 
Ki = Uk (91) 
y 
P=Plke, (95) 


y de aquí se deducen iy 4. Cuando hay mucha discrepancia con el valor de 4 
primeramente elegido, 'se repite el cálculo. 

Marcha del cálculo según el procedimiento w (Deutsche Reichsbahn, 
Preuss. Hochbauvorschriften, etc.). 


Datos: P, kg, t (6 1). 
Incógnita: F. 


Procedimiento : A.== [/i, se elige ; «o, salo de las tablas (véase, por ejemplo, 
F rster, Manual del Ingeniero, tomo “2, págs. 204 y 394); finalmente, 


F =wP/k, (96) 
y de aquí se deducen i y 4. Si hay discrepancia, se repite el cálculo. 


El trabajo elástico o de doformación 


Para tensiones normales, A= SS adv. (27) 


Para tensiones tangenciales. A =35frav. (98) 


siendo d Y el elemento de volumen. 


El trabajo elástico en una barra de sección F, debido a la fuerza 
axial P vale 


1 1 
7-2 99 
A=35p=3P4!- (99) 
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El trabajo elástico de una pieza de momento de inercia J respecto a la 
líuea neutra, debido al momento flector vale 


11M 
A= sa jar (100) 
El trabajo elástico de una pieza, debido al momento torsor M, vale 
A =M,P-1R, (10D) 


siendu $ el Angulo de giro o torsión por unidad de longitud. 


Principio del mínimo trabajo elástico 


Sca S wma tensión interior hiperestática o la reacción de un apoyo 
inconmovible ; se tiene 
JA 


H-=" (102) 


La derivada del trabajo elástico 


Sea A el trabajo elástico, Y P vna fuerza exterior; el desplazamiento 
ec! 


de su punto de aplicación (o flecha) es 
ZA 
i= ¿P* (103) 


Varillas delgadas curvas 
El trabajo elástico (presciudiendo de las fuerzas normales y tangen- 
ciales) es A 
1 fm 
A= mer (104) 
y 
siendo ds el elemento de su directriz, ¿la longitud de la varilla y J el m, de i. 
de la sección. 
Vibraciones de una barra prismática 


Sea y = y (2) la vibración de una barra elástica; el número de vibra- 
ciones durante 271 segundos vale o, siendo 


[esyadz 


e Tere * (105) 


mlo 6 la masa por unidad de longitud (densidad lineal). 
Ln vevación es válida para formas aproximadas a la y (2), siempre que 
cumpla las condiciones límites 


Resistencia al choque 
Primeramente hay que reducir el peso G ds la viga que sufre el choque 


al punto € de choque que Preduce el peso Q cayendo de la altura f. 
Sea f, fa flecha dinámica del punta €, De 


fla flecha estática (es decir, la produe 

«le iguul mudo sean y, € y las fechas diná- 4 y 4 1] 
mica y estática en una sección cualquie- 

ra Mi; con estas designaciones se tiene 


por el pesu estático Q) del mismo punto 
hill = yy == u = factor dinámico (106) 
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Para determinar la velocidad inicial 7, de C después del choque, hay 
que hallar cl peso reducido de la viga según la siguiente ley : 


a=2 (46%) == (467), (107) 
siendo 4G un elemento de peso. Así se tiene 
= 2 vam. (105) 


Para determinar la energía cinética T, después del choque, hay que 
reducir el peso G según la ley: 


=>» (467 


(109) 
y así se tiene 


QíO +6, 
(Q + Gy) 


Cuando, después del choque, la viga y el peso alcanzan su máxima flecha, 


hay un instante en que la encrgía cinética es nula y es aplicable el principio 
de la energía : 


Energía inicial + Trabajo de las fuerzas exteriores = Trabajo elástico, 
o bien, según la fórmula (97), 


vi=Qh 


(110) 


To +Qh= 72 otdxv, (11) 


siendo o, las tensiones producidas por el choque. Sos trabajos de los pesos 
46 se destruyen con los de las tensiones producidas por el peso propio.) 
Con carga estática Q, esta ecuación sería 


1 1 
A= 301 =35jeav, 
siendo A el trabajo de deformación estática y o las tensiones estáticas. 
Haciendo ahora 


=n 0 =n0, 
se tiene ds E ss l 


To +2nA =nMPA 


n=1 +41 ETA: ur) 
La carga estática n Q produce, por lo tanto, en la viga las mismas tensiones 
que la carga dinámica 


(A. Zschetzsche : 2Yb,, foro 35, pág. 134, 1894; Y. Grashof: Theorio 
d. Elastizitat u. Festigkeit. 2.2 ed., 1878). 
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